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1 Introduction et généralités sur les ondes

L'objectif de ce cours est d'appréhender les problemeprdpagation d’ondes, de les étudier sur le
plan mathématique et de proposer et d’analyser des méshmameériques pour les résoudre. Cette
partie du cours est plus spécifiquement consacrée auloehét numeériques et nous renvoyons au
cours de P. Joly pour ce qui concerne I'étude mathématiggeequations continues.

Les phénomenes de propagation d’ondes se rencontreatdganombreuses applications. On
rencontre essentiellement trois types d'ondies ondes acoustiques’est a dire les ondes qui se
propagent dans un fluide (eau ou air par exemple$ pndeslastiquesc’est a dire les ondes qui se
propagent dans un soliddes ondestlectromaggtiques par exemple la lumiere. Nous étudierons
principalement I'équation des ondes acoustiques quieestddele le plus simple (modele scalaire)
mais qui est déja trés riche car il permet d'aborder leaggpales notions communes a tous ces
modeles et d’en comprendre les propriétés essentidlless verrons que ces difféerents modeles con-
duisent a un méme type d'équations: les équations bgtigues d’'ordre 2, c’est a dire les équations

de la forme: )

d“u
iz TAv=S

ou A est un opérateur differentiel en espace d’ordre 2.

Nous reviendrons dans cette introduction générale $i@reintes applications pour lesquelles on
comprend bien que l'outil de modélisation numérique sskeatiel : il est bien sOr dans la plupart
des cas, en patrticulier des applications réelles, impltesdie résoudre ces équations de fagcon exacte
explicitement. On doit donc avoir recours au calcul nuopgi d’'une solution approchée. Ce qui va
nous intéresser ici, ce sont les differentes méthodes ppprocher ces équations et les difficultés
gu’on rencontre pour mettre en oeuvre numériguement cethadés et pour obtenir une “bonne
solution approchée”.

Les questions essentielles lorsqu’on appracHa solution exacte, par;, une solution approchée,
sont:

e la convergence c'est a dire savoir sii;, tend versu et en quel sens ?
e la précision si||u — uy|| tend vers 0, a quelle vitesse ?
e la stabilité si on perturbe les données, comment est perturbée lasol

En fait, la question de la convergence est une questionildifit nous nous intéresserons dans un
premier temps a la question de savoir si nos méthodes piemde bien approcher un cas particulier
d’ondes qui jouent un role essentikls ondes planeg’est a dire les solutions de la formgz, t) =
¢lwt=kz) - Cette étude est un outil classique de I'analyse des sah@uour les équations d’ondes et
est appeléanalyse de dispersion des ondes planes

Nous nous restreindrons dans ce cours a I'etude de sch@gooa I'équation des ondes acoustiques
essentiellement 1D mais nous illustrerons de temps en tpanmes exemples 2D.

Avant d’aborder les schémas, nous indiquons brievemagltiges propriétés des differents modéles.

1.1 Les ondes acoustiques

Si§) désigne un ouvert de Rborné ou non) rempli de fluide, la propagation d’ondes atiques dans
ce fluide dépend de(x) la densité de fluide au point, c(x) la vitesse locale des ondes acoustiques.



L'équation qui régit les variations de la pressipfx, ¢t) du fluide en un point: et a l'instantt est
I'eéquation des ondes :

1 0% 1
(1) L _div(—Vp)=g, x€Qt>0
wmor o P
ol u(z) = p(x)c?(x). En milieu homogeéne, cette équation devient simplement :
dp 2

La fonctiong(x, t) est la source.

Remarque 1 Cetteéquation repésente aussi les petites vibrations transversales d’'unmabrane
homogne tendue. Elle s’appelle ausskduation des membranes vibrantes et la quartdie I'on
calcule dans ce cas est I@placement normal.

On doit adjoindre a cette équation, pour qu’elle soit lpesée :
e des conditions initiale§2 car 'équation est d’ordre 2):

0
p(e,0) = pola), et =2(x.0) = pi(a)
e des conditions aux limitgsosées sur le bord du domaine (par exemple homogenes):

— Condition de Dirichlet;p = 0 surof.

— Condition de Neumanng—fl = 0 surofl.
— Condition d'impédance:a—p + op = 0 surofl.
on Ot

En acoustique, I'équation (1) décrit la propagation @wmde de pression qui se propage a une vitesse
c. En 2D, on peut penser a la propagation d’'une onde danslbesgu’on jette un caillou ... L'onde
due a I'excitation ponctuelle (caillou) se propage suivdes cercles et s'atténue au cours du temps
mais ne disparait pas. Un exemple d’onde acoustique en’8El, lien sdr le son qui se propage
dans l'air: cette fois-ci I'onde passe et disparait (hasement!). De facon plus générale, il y a une
difféerence de comportement de I'onde entre les dimengpam®s ou impaires: en dimension paire,
la solution fondamentale (c’est a dire I'onde créée par source ponctuelle en espace et en temps)
“remplit” le cdne de lumiere alors qu’en dimension imgadlle a pour support le bord du cone.

Exemple important d'ondes: les ondes planes. Les ondes planes sont des solutions particulieres
de I'équation des ondes, qui jouent un rble important capeut montrer que toute solution peut
s’écrire comme superposition d'ondes planes (Fourier).1B, par exemple, I'eéquation des ondes
dans tout I'espace, sans terme source, s'écrit:
Pu  ,0%
Z 2z
ot? Ox?
Les ondes planes sont alors de la forme:
u(x,t) — ei(wtfk:c)

et sont solutions sous la condition que

=0

w? = A2k?

appeléeelation de dispersion



Applications.  Les ondes acoustiques interviennent par exemple en agoestiusicale, en acous-
tique de salle, en acoustique sous-marine, ou pour étledigthenomenes de houle.

1.2 Les onde<lastiques

Les équations du mouvement sont:

0*u .
3 P — divlo) = pg
oui(x,t) est un vecteur représentant le déplacement d’'une plertitupointz a l'instantt, o est le
tenseur des contraintes, relié au tenseur des défomsati@) par la loi de comportement du matériau.
Ici on considére la loi linéaire de Hooke:

(4) o= Cé(ﬁ) <~ 0ij = CiijEkl
avece;;(u) = 5(8,%- + 0ju;) et ouC est un tenseur d'ordre 4, vérifiant des conditions de sgienét
Cijrt = Cjirt = Chruij

et de positivité:
Cijnilijém > o |€]*, VE tenseur symétrique

(avec la convention d’Einstein des indices répétés).chlm particulier important de matériaux sont
les matériaux dits isotropes, c’est a dire dont les pé&ips sont identiques dans toutes les directions.
Dans ce cas, le milieu ne dépend plus que de deux paramkesg appelés coefficients de Lameg,

Cijii = A0ijory + p(0ikdj1 + 6:1051)
et la relation de Hooke devient simplement:
oij = Mdiv(u)dij + 2ueij(0) <= 0 = ATr(e)l + 2pue

L'équation en milieu isotrope homogenk £ cte et = cte) peut alors se réecrire:

2 —
pa—tg — (A 4 p)grad(divid) — pAd = pg
(5) =

2 —
p% — (A + 2p)grad(divid) + prot(rotil) = pg

La derniére équation provient de I'identife = grad(div) — rot(rot) ou le deuxiéme rotationnel noté
rot sans fleche est soit scalaire (en 2D) soit vectoriel (etdayss ce cas #ot, en 3D). Cette équation
décrit la propagation de 2 types d’ondes se propageart atgsses differentes : les ondes de Pression
ou ondes P (Pressure) et les ondes de cisaillement ou ond&®e8r). Ces deux ondes correspon-
dent aux opérateurs divergence et rotationnel. La divexg@eprésente une variation de volume, un
mouvement de compression ou de traction, alors que le oatadi représente une déformation sans
variation de volume, donc un cisaillement. Posdns div v etr = rot u. Alors il est facile de voir
que ces deux quantités obéissent a des équations d'onde



e Prenons la divergence de (5), alors en utilisantdjuégrad) = A etdiv(rot) = 0, on voit que
d vérifie une équation des ondes scalaire:

0%d 9
202 —C,Ad=divg
ouCp = /(A +2u)/p estla vitesse des ondes P.
e Prenons le rotationnel de (5), alors en utilisant qute{gr?ld) = 0 et querot(rot 1) = —Ar

(cardiv r = div(rot u) = 0), on voit quer vérifie une équation des ondes scalaire en 2D et
vectorielle en 3D:
82
o2
ouCs = /u/p est la vitesse des ondes S.

— C?Ar =rot g

Exercice 1 En cherchant des solutions partiotiies de (5) sous la forme d’ondes planes:

" ﬁf)
(6) @(T,t) = e R0 =¢ c’'d
ol k est le vecteur d'ondej = k/|k|, d la direction de propagation et la pulsation, retrouver
les deux types d’ondes planes qui se propagent dans un nsb¢wpe. Indiquer la direction de
propagation de chacune de ces deux ondes. Que se passedil®

Applications.  Les ondes élastiques se rencontrent notamment lorsapiiatie’ des problemes de
sismique ou de géophysique, ou encore dans les probleenaantidle non destructif.

1.3 Les ondeslectromagretiques

Dans un milieu que nous supposerons dlelectrlque linésatrope, un champ electromagnethue dans
un domaine est décrit par le champ électriqu(z, ¢) et le champ magnétiqué (z, ¢) qui vérifient
les équations de Maxwell
oH 4
ME 4+ rotE=0
()

—

L i rot H +j, =0
ot
oue(x) > 0 est la permittivité diélectriqgue du miliew(z) > 0 est la perméabilité magnétique du
milieu, o(x) > 0 est la conductivité du matériag, est un courant source. La vitesse des ondes du
milieu est donnée par la relation:

1
02 = —.
Ep
Le vide est un cas particulier de milieu homogene, il estemmducteur done, = 0 et on a
e(xr) =eo = (36m10%)7!
(8) _ _ —7
p(x) =po =4n.10

ce qui donne la valeur bien connue pour la vitesse de la hemié

9) co = 3.10%m/s

6



Lorsque la conductivité est positive, une onde qui se grepdans un milieu conducteur est
atténuée au cours de sa propagation c’est a dire gu'il g pghénoméne d’absorption. Nous sup-
poserons par la suite que le milieu est non conducteur. Lept&Eectromagnétique vérifie alors les
equations de Maxwell:

H _
ua— + rotE=0 (7)
@0
oy~ rot H +j, =0 (i)
On peut remarquer en prenant la divergence de (i) diserpt = 0)
adiv(pH) _0
o

Par conséquent si on suppose qu’a l'instant initial aiivé.Hg) = 0, cette propriété reste vraie pour
tout instant:
div(puH) = 0.

De méme si on prend la divergence de (ii), en supposantiyje= 0 et quediv(sf)o) = 0 alors
div(eE) = 0

Nous ferons ces hypothése par la suite.

Formulation en £
On peut éliminerH, en utilisant la premiere équation et en dérivant la sdecequation par rapport a
t,

25 2

- nl ajs
11 ~—— 4+ rot(u trotE =0
(11) eom (1 )+ pr
Formulation en H
De méme on peut élimindr
O%H q .
(12) fgg + Ot (e7trot H) + rot (e71j) =0

On peut noter une parenté entre les systemes (11) ou (12gaation des ondes scalaires et sous
certaines hypotheses supplémentaires, on retombeeaxant sur une équation d'ondes. Placons
nous par exemple dans le vide. En utilisant la relattor- grad div — rot rot, (11) se réécrit

O°E 1 95,

2 LR 2y
W—i_ cp(grad divE — AE) = Ry

ce qui, compte tenu de la relatidivE = 0 devient une équation d’'ondes:

PE 5. = 107
AN
oz~ O 0 Ot

a laquelle on pourra adjoindre une condition aux limitescdeducteur parfait (2 est en contact
avec un conducteur parfait (un métal par exemple)):

(13) EAnlp=0



[Lam

Applications.  Les ondes électromagnétiques sont beaucoup utiliseeslpa détection d’objets

volants (furtivité radar). Elles interviennent bien siissi dans tout ce qui concerne les telecommunications,

en particulier dans I'etude des antennes ou en optiquegfiyptiques, optique intégrée).

1.4 Lien entre probleme stationnaire et transitoire

Il est commun de distinguer deux types de problémes assaaies modeles: les problemes en temps
(ou problemes transitoires) et les problemes en fréegeiéau problemes harmoniques). Dans le pre-
mier cas, le temps fait explicitement partie des variabks$idconnue du probleme et on s’intéresse
alors a un probleme d'évolution. Dans le second casefgeddance en temps est imposée a priori,
par I'intermédiaire de la source par exemple. Elle est egpp périodique en temps, et méme har-
monique : on cherche une solution proportionnellé“d, olw > 0 désigne la pulsation (on parle
aussi de fréequence). Le temps n’intervient alors plus qud’imtermédiaire de cette fréquence, qui
joue le rble de parametre, et I'inconnue recherchée mstfanction des seules variables spatiales.
Ainsi, I'eéquation des ondes donne naissance a I'égnat@Helmholtz

—PAu — wu = 0.

Il convient de souligner que ces deux types de problemes, dir'issus d'une méme modélisation
physique, ont des propriétés mathématiques radicalediférentes et nécessitent le développement
de méthodes numériques adaptées. En outre, la justficatathématique précise du passage de I'un
a l'autre s’avere souvent délicate.

Toutefois, il est un point commun entre ces problemes idterce d’'une dimension caractéristique
gu’on appelle la longueur d’onde. Trés intuitivementteaiimension est la longueur sur laquelle la
solution recherchée varie substantiellement (typiquertaepériode d'une solution périodique). Dans
le cas d'une propagation en milieu hétérogéne, il cardtia de parler de plusieurs longueurs d’'onde,
celle-ci pouvant varier d’une région de I'espace a 'autBa connaissance a bien entendu une influ-
ence fondamentale sur les propriétés de la solution et slainle choix d’'une méthode numérique. Un
probleme sera considéré comme de grande taille si leorapptre la taille de ce probléme (a savoir la
taille du domaine de calcul dans le cas d’un probleme haiguoerou la distance parcourue par I'onde
pendant le temps d'intégration dans le cas d’un probléarssitoire) et la longueur d’'onde est grand.

Nous montrons sur les figures qui suivent deux exemples. Bame&mier exemple (Figurel) la
source est harmonique et donne naissance a une onde cehideNé-méme harmonique au bout d’'un
certain temps. Dans le deuxieme exemple (Figure2), laceaest une dérivee de Gaussienne.

F=30 0425 F=30Hz,~10pts/lo, t=0.510

[ mEnEn R

Figure 1: Source harmonique. Régime harmonique en tragiétablir



Der_Gauss,~10] 0,=0.0383 Der_Gauss,~10pts/lo,t=0.278 Der_Gauss,~10)
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Figure 2: Source=Dérivée de Gaussienne.

1.5 Technigues de esolution numériques de ces prol®mes

Les problemes auxquels on est souvent confronté sontatelgrtaille au sens ou le rapport entre la
taille du domaine de calcul (ou la distance parcourue padkopendant la durée de la simulation
en régime transitoire) et la longueur d’'onde peut étreandea La grande taille des problemes con-
duit a des calculs sur ordinateur a la fois longs et goudaagn place mémoire. Par ailleurs, des
phénomenes parasites, tels que la dispersion numépguexemple, peuvent venir entacher la fia-
bilité des résultats. Pour bien comprendre ces phénesjéet améliorer les résultats en termes de
précision et d’efficacité, il est nécessaire d’étudiesrméthodes numeériques utilisées.

Dans ce cours, nous allons étudier deux types de schéma&riques, basés sur I'utilisation des
differences finies et des éléments finis. Nous verronslegidifferences finies utilisent une grille de
calcul réguliere ce qui a pour avantages la facilité gliementation et la rapidité de calculs, mais qui
présente I'inconvénient de ne pas pouvoir prendre en t®igmaniere précise des géomeétries com-
plexes (approximation en marches d’escalier). La méthumdeéléments finis repose sur un maillage
du domaine (triangulation) qui permet donc de suivre lang&tnie du domaine de fagon précise. Nous
verrons par contre qu’elle ne conduit pas directement &bharma explicite car elle fait apparaitre une
matrice de masse. Cette difficulté peut étre résolue proapant cette matrice par une matrice diag-
onale, ce qui est possible en utilisant des formules de quadradéquates, c’est a dire en faisant de
la condensation de masse.

Signalons I'existence d’une troisieme méthode que n&iadierons pas dans ce cours: la méthode
des potentiels retardés (ou des équations intégraleereps). Cette méthode est basée sur une
représentation intégrale de la solution en fonction ddrsees sur la frontiere du domaine. L'équation
intégrale est alors une équation posée sur la frongéténconnue est une des traces de la solution.
Cette méthode présente donc I'avantage de réduire dienagilement la taille du domaine de calcul
et de ne pas nécessiter l'introduction de frontierediciglles pour borner le domaine (c§milieux
non bornés, plus loin). Cependant, outre le fait qu’'elkebesiucoup plus difficile & mettre en oeuvre,
elle requiert la connaissance de la solution fondamentalgui limite son application a des milieux
particuliers (homogenes, stratifiés...).

Un exemple de sckma aux differences finies. Donnons un exemple des difficultés qui peuvent
apparaitre lorsqu’on résout numériqguement I'equaties ondes. Sion veut résoudre le probleme

2
% — Au=g(t)f(z), dansQ

u(t=0)=0, u(t=0)=0, dans{)
u=0, surl’=090



On discrétise le domaine : h est le pas en espadele pas de temps. On approche la solution
u(ih, jh, nAt) paruy; = up(zi, yj, t,) etles dérivees par une expression dite aux differencesre
on peut vérifier la validité (et I'ordre) a I'aide d'un déloppement de Taylor
@ u(t + At) = 2u(t) + u(t — At)
o At?

ce qui donne le schéma:

+ O(At?)

u?;rl —2u; + u%_l B ul gy — 2wy +upg;
At? Ax?
ul 1 — 2ul 4+ ulk
+1 —1
e = SRy e
0 _,1 _
Uiy =u;; =0

Le pash doit étre choisi en fonction des frequences de la soyrc&i h est trop grand, on a un
probleme dalispersion nur@riqueet également d’anisotropie numérique, voir Figures 3 dtedpas
At doit &tre choisi de telle sorte & satisfaire une conditierstabilitecAt/h < /2/2. Sih diminue
trop, on doit aussi diminueAt ce qui donne un colt de calcul élevé.

0Hz, ~3pts/lo,t=0.514 F=30Hz, ~5pts/lo, t=0.512 pts/lo, t=0.510
5T

II0mENERC00

Figure 3: Anisotropie et dispersion humeérigues en fomctla nombre de points par longueur d’onde.
Source harmonique

Résolution de ProbEmes en milieux non bor@s. De nombreux problemes de propagation d’'onde
se posent en milieu non borné ou du moins tres grand paorapga zone d'intérét: nous pensons
par exemple aux problemes de la diffraction d'une ondetBenagnétique par un avion ou a la prop-
agation d’'une onde élastique dans le sous-sol. Pour demngpratiques évidentes, on est amené a
réduire les calculs effectifs a un domaine borné en esp8e pose alors le probleme du traitement
de la frontiere artificielle ainsi introduite afin de simule fait que le milieu de propagation réel est
infini. C’est ce qui améne a introduire les notions de ctioé aux limites transparentes (i.e. qui
n'ont pas d’influence sur la solution), de conditions auxiti® absorbantes (conditions aux limites
qui sont censées "laisser sortir” les ondes du domaineldale@n minimisant les réflexions parasites)
ou de couches absorbantes (des petites bandes qui soriéegj@utour du domaine de calcul dans
lesquelles on travaille avec un modele mathématique gungt de laisser rentrer les ondes dans la
couche puis les absorbe). Nous illustrons sur la figure 5ffardnce entre une simulation dans un
domaine borné avec des conditions aux limites absorbafiiescoté et des conditions aux limites de
Neumann de l'autre.
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Figure 4: Anisotropie et dispersion numérigues en fomctla nombre de points par longueur d’onde.
Source transitoire (dérivée de Gaussienne)

Der_Gauss,~10pts/lo,t=0.0383
(umteninsea)

Der_Gauss,~10pts/lo,t=0.278 Der_Gauss,~10pts/lo,t=0.621
Uy o

e252 =3
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Der_Gauss,~10pts/lo,t=0.0383
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Der-Gauss,~10pts/lo, CL Neumann Der-Gauss,~10pts/lo, CL Neumann
oy ovzesLe06m

I

Figure 5: Conditions aux limites absorbantes et conditemmslimites de Neumann



2 Quelques propriétes de lequation des ondes 1D

Pour les propriétés de I'eéquation des ondes continugs renvoyons au cours de P. Joly. Nous faisons
ici seulement un bref survol des propriétés essentigjiiénous serviront également pour I'analyse
des schémas.

2.1 Le probleme moctle

Nous considérons le probleme de propagation dans t@agdee suivant :

Trouveru(z,t) : RN x Rt — R/

a2u . N +
o — AV (uVu) = f RY xR
(14) ot N
u(z,0) = up(z) R
%(ZC,O) = up(x) RY

Les coefficientso(z) et u(z) caractérisant le milieu de propagation sont supposésfaies les hy-
pothéses suivantes :

e p(x), u(z) mesurables
e0<p_ <plx)<py<+oo pp.xecRN
00 <p_ <p(z)<py<+oo ppxeRY

Les données du probléeme sont donc, outre les coefficigmtset p(z) :

e les données initialeuy(x), u1(x))
e le second membré(z,t).

L'inconnue du probléeme est la fonctiar{z, t).
2.2 Laformule de D’'Alembert et ses consquences

On considere I'équation des ondes 1D avec une vitesseardas et on s'intéresse au probléme:

Ou 0%

EE A /
(15) u(z,0) = up(z)

S ,0) = wi (@)

Théoreme 1 La solution du prokme (15) est dor@e par la formule de d’Alembert :

u(x,t) =

uo(z + ct) + up(x — ct) n 1 /“”JFCt iy (5)ds

2¢ Jo—ct

2
(16) L
o [ ds | J(y, 5)dy
2¢c Jo ly—z|<c(t—s)

Remarque 2 Cette formule montre en particulier que la solution du péshe de Cauchy (ie pour
f = 0) se cecompose sous la forme

u(z,t) = ut(z,t) + u (2,1

12



ou

ut(z,t)
u” (z,t)

f(x —ct) correspondd une onde qui se propage dans la direction des 0
g(x + ct) corresponda une onde qui se propage dans la direction des 0

2.2.1 [Demonstration de la formule de D’Alembert

On se restreint au cas ofl = 0, le casf # 0 est un peu plus technique mais le principe de la
démonstration est le méme. L'idée est d'utiliser I'itién

0} — 9% = (0y — c0,)(0y + cy)

c’est a dire de voir 'équation des ondes comme deux &mpmide transport se propageant en sens
inverse, et d'introduire des variables qui permettenttédgmer directement:

O¢ +— Oy + Oy, O+ Op — Oy

c'est a dire ¢
_|_
E=x+ct l’:?n
et
n:x—ct t:§_77
2c

etU(¢,n) = u(z,t). Onadonc

U = Oyude + Dyudet = 2ic(at + cBy)u

OyU = 0,udpx + Oyudyt = —%(& — c0z)u
et I'equation d’ondes se réécrit simplement:
n 04U (€,m) =0
Les conditions initiales eh= 0 deviennent des conditions €n= 7:

U(f,f) = uO(ﬁ)

(18) u1(§)

C

MU (E,€) = 0cU(E,6) = —
En intégrant (17) resp. par rapport &tn on obtient:

(it) OU(&m) = F(E)

et la deuxieme condition initiale devient:

Intégrons (i) par rapport &, entreny = £ etn:

U@W—Uﬁazé%%ﬂs
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ce qui se réécrit grace a la premiére Cl:
U( — UO / G
De mé&me on integre (ii) par rapportaentreé, = n et¢:

U(&,m) — Un,m) /F Jds = U(€n) — uo(n /F

et en sommant:

C

3
U = u0(©) +uoln) + [ s
n
ce qui donne la formule de D’Alembertm

Exercice 2 On peut retrouver la formule de D’Alembert en passant par aesfornée de Fourier
en espace:

(19) F(f)k) = f(k

On rappelle Fourier inverse:

(20) f(@) = %27 KL

1- Montrer que la transfort@e de Fourier de la solution de (15) a I'expression suivante:

_Zk$d$

1= /1@

k)t dk

sin(ckt)

(21) u(k,t) = uo(k) cos(ckt) + uy (k) %

2- Quelques rappels sur les transfdeas de Fourier de distributions... On rappelle cﬁJe 1/v/2m.
Notonsr,, 'opérateur de translation:

Taof (2) = f(z — 20)

Montrer les propréts suivantes:
F(ray f)(k) = 70 f (k)
F(f > g)(k) = V2r f(k)g(k)

3- Montrer que

1
\/—2_7r]: Y(cos(ckt)) = (5(:1: —ct)+0(z +ct))

H(k) = Z\/_vpk \/7(5

ou H est la fonction de Heaviside epE représente la valeur principale de/k définie par

EHO kj>e k

<vpk , 0 >=1i

En deduire que

2 sin kxg

F(H(x — x0) — H(z + 20)) (k) = —\/; -

4- Conclure.
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2.2.2 (ne de ependance et propagatiora vitesse finie

D’aprées la formule de D’Alembert, on voit que pour calcusolution au pointV/ = (z,t), on n'a
besoin des conditions initiales et du second menftseulement dans le cone de dépendai¢d/ )
(cf Fig. 6). On en déduit une propriété essentielle defesrqui est leupropagationa vitesse finie

x —ct v T +ct *
Figure 6: Cone de dépendance

En effet, si on se donng a support compadk’ = [a, b] (par rapport &) et les conditions intiales,
etu; dans le méme suppoR, a un instant, la solutionu(x, t) est a suppork’; = [a — ct,b + ct].

2.2.3 Regularité de la solution du probEme de Cauchy

D’aprés la formule de D’Alembert, on voit que 8) € C**'(R) etu; € C*(R), alorsu(.,t) €
C’““(R). Autrement dit, dans I'équation des ondésky et cd,u sont de méme nature, et si on
suppose quéd;u(0),cd,u(0)) € CK(R) x C¥(R) alors on a(dyu(.,t),cou(.,t)) € C¥(R) x
C*(R). On dit que I'equation des ondes conserve la régulagit@€eci est une caractéristique de la
famille des équations hyperboliques Baires Les équations paraboliques (equation de la chaleur)
régularisent : méme pour une donnée non régulieralidgion est reguliere pour> 0. Les équations
hyperboliques non linéaires peuvent introduire des dargas, méme pour des données trés régulieres
(équations de Birgers et chocs).

2.2.4 Regularité de la solution du probEme source

Si on compare aux problemes elliptiques, type Laplacieestinaturel de se demander si on gagne
deux crans de régularité en passantfdgu? La réponse en général est non... On va voir qu’on ne
gagne qu’un cran de régularité.

On n'obtient pas facilement d'informations a partir de deinfiule explicite de la solution, mais
plutdt & partir de son expression en Fourier. On peut neorgue la solution du probléme source

15



a—ct a b b+ ct x
Figure 7: Cone de dépendance

vérifie i ok
a(k,t) :/ Mﬂlﬁs)dtg
0 ck
ce qui implique -
du ot >
c—(k,t) = 2/ sin(ck(t — s))f(k,s)ds
ox 0
ou .

E(k,t) = /Ot cos(ck(t — s))f(k,s)ds

Par Cauchy-Schwartz on obtient alors

du ? Bl 2
co (k1) gt/o ‘f(k,s)’ ds

’%(k,t) i <t/0t}f(k,s)\2ds

Finalement Plancherel nous permet de conclure:

Hca—“ e <t/t/ £ (, )2 dads
ox L2 - 0 JR ’

2 t
Sl o< [ i s
L2 0 /R
ce qui montre que

fell . (RT [*R)) = uc LR, H(R)) n WL°(RT, L*(R))

du
at

2.2.5 Conservation de Energie- Unicite

On définit I'énergie par

22) ﬂw=;@< -

ouf*  |ou
ot ox

2
)da:
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Exercice 3 1- En absence de terme sourge=£ 0), montrer qu'il y a conservation deéhergie, i.e.

1 8’LL() 2
==l , Vt>0
2‘ Oz
On pourra montrer ceé&sultat de deux fagons. La prasre facon consista partir de I'équation des
ondesa la multiplier pard,u eta integrer par parties. La deugme @monstration se fait directement
a partir de la formule de D’Alembert.
2- En ceduire I'unicit de la solution.
3- On rajoute maintenant un terme sourfec L?(R). Montrer que,a tout instant, [energie reste
borrée’: .
23) () < BO)2+C [ ] (s)ds

0

B(t) = B(0) = 5 [lur]* +

2.2.6 Stabilitt par Fourier
2.3 Ondes planes harmoniques
Ce sont des solutions particulieres de I'equation degsngui s'écrivent sous la forme :

(24) u(x, t) = elthr=wt)
. 2 L
ou k € R est le nombre d'ondey la pulsation. On note. = % la longueur d’'onde (période en

espace) €f’ = T a période. La fonction: est une solution de I'equation des ondes selation de
dispersionest verifiée:
w2 = 22
. - 2me
ce qui montre en particulier que= — = ¢T.

Ces solutions particulieres joueﬁt un réle important:uéhsant la transformation de Fourier en
espace (19) on montre que toute solution d’énergie finiggdadtion des ondes est une superposition
d’'ondes planes harmoniques. Plus précisément, on pentren@ue siu est une solution d’énergie
finie, on peut I'écrire comme

u(z,t) = ut(z,t) + u (2,1

ouwu™ est une onde se propageant vers la draitegst une onde se propageant vers la gauche, avec
ut(z,t) = /a+(k:)ei(k‘”_“+(k)t)dk, wt (k) = ck
ut(x,t) = /a_(k)ei(k$_”7(k)t)dk, w (k) = —ck

les amplitudes™ (k) eta™ (k) dépendant des conditions initiales:

@t (k) = Sao(k) + = (k)

2 2ck
_ 1. 1
a” (k) = 5“0(/‘?) - ﬂul(/‘?)

Ce résultat s'obtient facilement a partir de I'expressegn Fourier de la solution (21) établi a
I'exercice 2, qui montre que:

Uk, t) = a™ (k)e ™ 4 o= (k)eickt
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3 Semi-discétisation en espace de&quation des ondes 1D par un s@ma
aux différences finies

On s’intéresse ici a I'approximation en espace de I'éiguades ondes (probleme de Cauchy) :

1 0% 0%u

C—QW—@—O, reR, t>0
(25) ’LL(:L‘,t:O):uO(.T), r€R

ou

S @t=0)=wu(z), zeR

et on se propose dans un premier temps de I'approcher pératiffes finies. Nous verrons au para-
graphe 5 un autre type d’approximations issu de la méthedectéments finis. Dans tout ce qui suit
on supposera que les données initialg®tu; sont a support compact

ug(x) =wui(x) =0 pour|x| > L

3.1 Quelques peliminaires sur les differences finies.

Soit f une fonction “assez réguliere” (au moiag) définie sur R et soit, le pas de discrétisation.
On veut approcher les dérivées fleau pointz; = jh en utilisant uniqguement les valeurs dleen
ces points. Il est naturel d’approcher la dérivéefden un pointz par un taux d’accroissement, par
exemple décentré a droite:

fle+h) - f(z)

fl(@) ~ =
ou décentré a gauche:

On peut vérifier 'ordre de ces approximations grace @tanle de Taylor, qui nous dit (gi € C?)
h2 "
(26) f(xje1) = f(xg) + hf'(x5) + gf (&)s & €lxj, Tl

ce qui montre que :

flxj) — fl)

f(aj) = T+ O(h)
N h 1 h " ’ . . N y ot ’ .
ou |O(h)| = ‘§f &) < 5 Sup ‘f (5)‘. L'approximation a I'aide du taux d’accroissement
§€lzj v

décentré est donc une approximation décentrée d'drd@n peut, en faisant une moyenne des deux
approximations décentrées a gauche et a droite, ghiariapproximation centrée et, toujours grace
a un développement de Taylor, montrer qu’on gagne un atdrprécision, mais on doit pour cela
supposer plus de régularit§ € C?3) pour obtenir:

flzj) = flaj—) | R® s
TS + (€ + 7€)

fl(x) =

Cette approximation centrée est d’ordre 2.
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Pour approcher la dérivée seconde, on procede de la miamigre. On a vu que I'approximation
, P , , . , . " P
centrée est la plus précise, c’est donc celle qu'on vanireed on écrit quef (x) est la dérivée de
f'(x), qu’on approche par:

fla+nh/2)— f(z—h/2)

@) ~

h/2
L 2ded )~ @) f@) - Ja-h)
h h/2 h/2
o Jath)—2f(x) + flz—h)
h2

Afin de vérifier I'ordre de cette approximation, on utilise douveau un développement de Taylor:

Flajrn) = flag) + (@) + 5 F(@5) + = (@) + 5 £, & gzl
h? h? ht
) = flag) = hf'wg) + 5 f @g) = f ) + 5 FVED, & €lujor, g

et en sommant:

) = J(xj1) — Qféfj) + f(wj-1) + O

ce qui montre que c'est une approximation centrée d’ordral@ble sif € C*.

3.2 Sclema semi-discetisé en espace.

On approcheu(xz;,t) par u;(t) solution du schéma obtenu en utilisant une approximatwmtree
d’'ordre 2:

idQUj _ Uj4+1 — 2’LLj + Uj—1 0

c? dt? h?2 N
(27) u;(0) = ug,;

du;

= O =

ou les suitesiy , = (ugj)jez €tupy = (u1,5) ez sont des approximations des données initialgs
etu;. Siles données initiales sont continues, on peut prerairexemple

(28) Uq,j = Ua(mj)y a=0,1,
Un autre choix classique consiste a prendre les valeurenmas:

1 ijrh/Q
(29) Uaj = — uo(z)de, a=0,1,
h x;—h/2

on verra plus loin que ce deuxieme choix correspond a uojegtion sur I'espace approchg.

Exercice 4 Ecrire un sclema cente d’'ordre 2 pour lequation des ondes en 2D. Regenter sur un
graphique quels points sont utiéis pour I'approximation de I'oprateur —c?A.
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3.3 Analyse par Fourier discret

Définition de L7. Pour analyser ce probleme, on le considére comme unearabti’évolution posé
dans I'espace de Hilbert:

(30) Ly = {Uh = (w) ez Z Jug|* < +OO}

J

muni de la normejuy,||* = 2> |u;|* et du produit scalaire assodi@y,, v,) = hY_ u;v;. Lespace
J J
L3 est isomorphe au sous-espaceld¢R) des fonctions constantes par morceaux: en effgteut

étre assimilé a la fonction
up(w) = uj Six €]xj_1/0,Tj 10 =75 — /2,25 + h/2]

et le produit scalaire sut? coincide ainsi avec le produit scalaire usuelld¢R):

(un,vn) = /R up(x)vp(z)dr

Si 7, est la projection orthogonale d&*(R) sur L2, pour une fonctionf € L?(R) on définit
fn = mnf par
(fn-vn) = (f,vn), Vo, € Lj,

En choisissant;, = x; = (on adonc:

1]$]’—1/2,$j+1/2

$]'+h/2
niy= [ fayda
xz;—h/2

On voit par conséquent que le deuxiéme choix de condifiatiales (29) correspond a

(31) Ug,p = TRUp, ULk = ThUL

T T
-, =

Rappel sur la transformée de Fourier discete. On posek;, = [— n

} et on introduit:
fh N L}QL — LZ(K}Z)
up — Up, = Fpup

~

1 ik
up(k) = T Zuje kzip,
J

ol la série converge au seh$. Fj, est un isomorphisme et on a la formule d’inversion :

1 .
uj = —— [ ap(k)e™™idk
J \/ﬁ K, h( )
De plus, I'identité de Plancherel-Parseval montre gyest une isométrie:
(32 Sl h= [ fan(k)P ak
j h
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Enfin, F;, diagonalise I'opérateur de translation: € 7z)
Tq: L% — L%L
Up — Vp = TqUp
Vj = Ujyq, Vj EZL
On noteT, 'opérateur défini paf,u;, = T up,.
Tq

L,QZ — L%L

Fnl L Fn

o~

L2(Kp) % L2(Kp)
On montre facilement que (exercice):
Tqtin(k) = exp(ighk)up (k)

ce qui montre que I'opérateay, (7,(k) = exp(ighk)) est un opérateur de multiplication. On I'appelle
le symbolede,.

Application: r éécriture du schema (27)
on peut réécrire I'equation du schéma sous la forme:

d?u; P
ng - ﬁ((ﬁ +7_1 — 270)up)j = 0,

Le probleme semi-discrétisé consiste donc a chercher L7 solution de:

d’*u .

WQ}Z + Ahuh =0 (Z)
(33) up(0) = uop (i7)

d

%(0) =y, (idd)

62

ol on a pos&;, = —ﬁ(ﬁ + 7_1 — 27) et ou on suppose que les données intiales approchées sont
dansL?
(34) upp € L, wip €L

L'opérateurA;, étant une combinaison linéaire de translations, il estdale calculer son symbole:

7y P ~ kb | —ikh
Ah(]{) = —m(Tl—i-T_l —27'()) = —ﬁ(e +e —2)
2 4 2
= %(QCOS kh —2) = h_02 sin® %
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Théoreme 2 L'opérateur A;, est autoadjoint positif.

Démonstration: (i) Par Fourier : on a vu qued,, était composé uniqguement de sommes de transla-
tions et Fourier diagonalise les translations d'ou

Apuy, (k) = Dy (k) (k)

~ 4c? kh :
ouDy(k) = Ap(k) = h—CQ sin? - est le symbole de I'opérateut;,. En appliqguant Plancherel:

(Apup,vp) = y Dy (k)p (k)o (k)dk

Or Dy, (k) € R ce quiimplique qued, est autoadjoint. De pluBy (k) > 0 (D, (k) = 0 sikh = 2n)
ce qui implique qued,, est positif, et méme défini positif car

(Awtn,un) =0 = [ Dy(k) [ () * dl = 0
— Dy (k) [@n(k)|* = 0, pp k = |@n(k)|* =0, pp k. @
(i) Par des formules de Green discetes

Lemme 1 On montre l'identié:

(35) (Apup,vp) = ap(up,vp)
avec ' o |
(36) ah(uha vh) _ CQhZ u]-l-lh Uj v]-f—lh Uy

J

le resultat est alors imméediatl

Exercice 5 Démontrer le lemme 1 (iGgrations par parties disétes).

Remarque 3 On peut faire un para#tle systmatique entre les probines discrets et continus. Ainsi:

L, . d?
e A, estl'équivalent discret del = —CQP.
X

e Dy (k) est l'equivalent ded(k) = c2k% eton a

Di(k) = k(1 ++0(k*h?))
e ay, estl'équivalent de L
_ [ @dudo

a(u,v) = T T

o I'égalitt ap,(up, vy) = (Apup, vy) est'equivalent discret de l'irigration par parties:

22



Existence et unicié de la solution par Fourier.
Nous allons montrer de maniéere analogue au cas contiresidtat suivant:

Théoreme 3 Le probBme (33) admet une solution uniqug e C>°(R™, L?)

Ce théoreme peut étre vu comme la conséquence deatssgiénéraux sur les EDO (Equations
Differentielles Ordinaires) dans un espace de Banach §utéffois, la démonstration peut se faire
comme dans le cas continu de fagcon constructive. On a \axartice 2 qu’on peut établir la formule
de D’Alembert a partir de la transformée de Fourier

2 2 d%i
Fu _ p0%u T L 2k2G(k) =0
ot2 8:1:2d ] dt? b
u N . du .
u(0) = uo, E(O) =u 1(0) = 1y, E(O) =1

ce qui en intégrant donne:

~

u(k,t) = g cos(wt) + “ sin(wt)
w

oUw = ck (relation de dispersion continue).
De méme, si on prend la transformée de Fourier discreteciéma, on obtient alors un simple
probleme d’'évolution qu’on peut intégrer explicitenten

d? d*u _
Eh 4 Apuy, =0 b L Dy(k)an(k) =0
dt2 . ] dt -
U
un(0) = o, —t(0) = @(0) = Gop, () = s

Dy (k) étant positif, on peut I'écrire sous la fornig, (k) = w? (k), qui est larelation de dispersion
du sctema ce qui donne

~

37) Gn (k. t) = Tig 1 cos(wpt) + —= sin(wyt)
Wh

avee 2 kh 2| kh

(38) wp(k) = %c sin > = ck% sin >

(Jwn (k)| < ck, wp(k) = ck(1 + O(k?*h?))). On vérifie facilement que la solution ainsi construite es
bien dangC>°(R™, L?), en remarquant que

[up (K, t)| < |to,n| + tltg )

et on conclut en utilisant I'hypothése sur les donnédiesug , € L3 etuy , € L3.

On voit que ce qui joue le rdle de = ck dans le cas discret c’est la variallg et la relation
(38) est la relation de dispersion discrete; n'est plus une fonction linéaire de il y a dispersion
numeérigue des ondes.
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Dispersion nunérique. On a défini une relation de dispersion continue et une celate dispersion
du schéma. Ces relations peuvent s’obtenir simplemenedmerchant les ondes planes solutions.
Pour le probléme continu, une onde plane est de la farfmet) = e!(“t=*?) et est solution si? =
c?k?. Pour le probleme semi-discrétisé:

&%uy,
ot?

+ Apup, =0

une onde plane est de la forme(t) = e (“rt=k7)) et est solution sDy,(k) = w?. On voit sur

ces expressions que la vitesse de I'onde continue Ast= c et celle de 'onde semi-discrétisée est
wp/k = cp,. La difference(c — wy, /k)t & un instant donnéreprésente donc le déphasage entre I'onde
continue et 'onde semi-discrétisée. Ce déphasage enigmau cours du temps. Pour quantifier un
schéma, on représente lesurbes de dispersigmbtenues en tracant le rapport entre vitesse continue
et semi-discrete:

_en_ 2 g kR
M=% kRO 2
Ce rapport ne dépend en fait que de la quaritite- kh. On a I'habitude de représentgy en fonction
, . K h
de l'inverse du nombre de points par longueur d’olitle- =
T

Une premiere estimation de la solution - Stabilié.
Nous faisons ici les hypotheses suivantes sur I'approtiimades données initiales: il existe une
constante” > 0 indépendante de telle que, pour toute fonction, etuy, et pourh assez petit, on a:

(@) luonllzz < Clluoll 2

39 ..
(39) (i) unllpe < Clluallps

Théoreme 4 On suppose queg, et uq, verifient (39). La solution du séma (33) @rifie alors
I'estimation suivante:
(40) lun@)l 2 < Clluoll g2 + ¢ lluall12)

ou C' est une constante positive &pkndante dé.

Démonstration: la demonstration découle de la formule (37

Exercice 6 Les hypotBses (39) sont ellestyifiees pour le choix (29) de conditions initiales ap-
prochees ? pour le choix (28), en supposant ggeetu; sont dansC’(R) N HY(R) ?

3.4 Analyse de stabilie par des techniques Bnergie

Les techniques d'énergie reposent sur des estimationi®ia gi¢ la solution (i.e. sans connaitre son
expression) et ont 'avantage de s’appliquer en milie@tugene ainsi que sur des grilles irregulieres
(voir paragraphe éléments finis). Par souci de simpljcitus présentons cependant les demonstrations
dans le cas homogeéene mais I'extension au cas hétéragepeesente pas de difficulté particuliere.

Théoreme 5 Nous supposons qug € H' etu; € L?, queuy , etuy , vérifient (39) et de plus que

(41) 3C > 0(indép. deh), ap(uon,von) < Ca(ug,uo)
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1. La solution du prolime (33) satisfait la conservationétiergie
(42) En(t) = En(0), Yt >0

ou I'énergie discete est éfinie par

1|duy ||* 1
(43) Eh(t) = 5 ‘ E + §ah(uh,uh)
2. L’énergie initiale est borge par
1 dug |2
(44) Ep(0) < 5/ <|U1|2 +c2 |20 ) dx = E(0)

Démonstration: 1- Conservation de &nergie disceéte. La conservation de I'énergie discrete

s’obtient comme dans le cas continu: on multiplie scalagnet’équation du schéma (33)-(i) par
duy, .
d uh duh
+ A

ce qui peut encore s'écrirgl;, étant autoadijoint:

Ty — o

1d 2

1d | dup
2dt

d
7 d_(Ahuhauh) =0

1
2 dt

: dE
soit encored—th(t) = 0.

2- Majoration de Iénergie discete incependemment de. Le deuxieme point est immédiatement
obtenu grace aux hypothéses faites sur les donnéealésiii39) et (41). 1

Exercice 7 Montrer que I'hypotkse (41) est bien satisfaite pour les deux choixglg donrés par
(28) et (29).

Estimation de la solutiona partir de I'estimation d’ énergie. Il est facile d’'obtenir une estimation
de stabilité sur la solution a partir de I'estimation rkzgie (44) qui peut se réécrire:

’ thZ
J

Si on veut obtenir une estimation suf, on utilise l'identité:

tdu;
= u] +/ J
_v]

(uoh

2 2
duy, duj Ujp1 — Uj

< 2E(0
dt <2E(0)

+ ap(up,up) < 2E(0) < (%) hz

c'est a dire
t duj

7 (s)ds

Up = Uop + v, avec v; =

d'ou
[unll < lluonll + llvnll < [luoll + [lvall
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et par définition:

lonll? = b3 Jos ()P = by

2

t dus
e} ds X t

@ (s)ds

de
E(S)

2 t
th/
5 70

2
Ordapres () onah y_ "% < 2B(0) d’ol
J

duj 2
—7 < 2tE
o (s)| ds < 2tE(0)

h;/ot

et par conséquent

lonl* < 262B(0) = [|on]| < V2t\/ E(0)

lunll < lluoll + v2t4/E(0)

On retrouve le méme type d’estimation que celle qu'on avhienue a partir de I'expression de la
solution (en Fourier). Mais icF(0) est borné non pas par les normg% des conditions initiales
mais par||ui|;2 + ||uol 1. En Fourier on obtenait une estimati@d de la solution en fonction des
normesL? des conditions initiales, alors qu’ici on obtient une estiion dans la norme de I'énergie
en fonction de I'énergie initiale (on obtient donc ausscuontrole de la dérivée spatiale de la solution).
Il est plus naturel de se placer dans la norme de I'énergiedauns la normé.?, car c’est elle qui est
liee & la physigue du pb, c’est bien une énergie qui seggepet les solutions qui nous intéressent
physiqguement sont les solutions d’énergie finie.

et on adonc

3.5 Convergence du sobma semi-discétisé

On peut introduire difféerentes notions de convergencefaut préciser ce qu’'on entend comparer
avec la solution exacte et pour quelles normes... Nousslkinntroduire deux notions de conver-
gence. Dans le premier cas, nous demontrerons une coneergar des techniques d’énergie, dans
le deuxieme par Fourier. L'étude de la convergence qus@asr des techniques d’'énergie compare
deux suites dé?: la suite donnée par le schérqg;(t)); et la suite des valeurs de la solution exacte
aux noeuds:;, (u(z;,t));. Cecirevient bien entendu & comparer les deux fonctionsteates par
morceaux associées. L'étude de la convergence par Foorigpare deux fonctions de?: la solution
exacteu et une fonctionu” qui vérifie une “version continue du schéma”. On a illast€s deux
notions differentes sur la figure 8.

3.5.1 Convergence du s@ma semi-discétise par techniques dénergie

Exercice 8 Soitu la solution (suppose eguliere) de (25) avec des doges initiales tes iegulieres.
On notewy, la fonction deL? définiea partir des valeurs de aux noeuds:;:

wj(t) = u(zj,t)
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ANFAN u(x,t)

—e— Uyt

“Uh
N2V

PN u h(t)

Figure 8: Convergence du schéma semi-discrétisé. Coernee par I'énergie: on compaii et uy,
dansL?. Convergence par Fourier: on comparetu” dansL?.

etuy, la solution approcke, donke par le scema (33).
1- Montrer quexy, vérifie le sciema suivant:

% + Apup =ep (i)
(45) ;(0) = uo(;) (i)

du;, ,

— (0 =wlzy)  (itd)

On expliciterasy, appek erreur de consistance du gha. De quel ordre est cette erreur? En utilisant
un developpement de Taylor avec restégral, on pourra montrer que

zit1 9ty
()] < -
il < on [ IgE e

et en &duire que

4
(46) len(®)]) < cn? |24

@(t)

L2
2- Pour évaluer I'erreur d’approximation du sé@ma sur la solution on introduit I'erreur de conver-
gence:

en(t) =up —up € L%L

Ecrire le syskme erifié pare,. On noteE), I' énergie correspondante:

21
+ §ah(€h> en)

Ey(t) = % ‘

Montrer qu’elle \erifie I'estimation suivante:

den
dt

47) (BA(0)7? < (Ba0)? +C [ enl (5)ds

3- Pour en @duire une estimation de I'erreur, on utilise I'iderit
t deh

T (s)ds



Montrer que I'erreur est majde par:

deh

L 0)] + tyfanten @ en©) ¢ [ llenl s)as)

@) ol <C (a0l +t |G

En ceduire en particulier que si les conditions initiales soppeoctees par (28), la convergence est
d’'ordre 2 et:

4
(49) len(o)]) < cen? | 2

ozt

L1(0,1;22(R))

3.5.2 Convergence du s@dma semi-discétisé par Fourier

Rappelons que la solution exacte vérifie le probleme

2 2
Fu _ 00
ot? Ox?
u(z,0) = up(z)
ou
5 (@.0) = ()
et peut s’exprimer en Fourier :
in(ckt
Gk, t) = o (k) cos(ckt) + 11 (k) Sm(z )
C
La solutionu;, du schéma semi-discrétisé vérifie:
d2uh
2 + Apup, =0
up(0) = uo,p
duh
0 =
dt (0) U1,h
et peut s’exprimer en Fourier discret:
sin(wpt)

up(k,t) = to,n (k) cos(wpt) + Uy (k)

wr,
On introduitz” € L2(R) qui vérifie

o*ulh -
a—;; -I-Ahuh =0

ﬂh(O) = Up

o
ot

O):ul

avec N N b
~ ' (x + h) —2u"(x) +u"(x—h
Rty = PN =20 o =)
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Si on approche les conditions initiales par les valeurs pelles:

up,j = uo(w;), u1;=ui(z;),

c’est a dire qu’'on suppose qu’'on ne commet pas d’erreuregiconditions initiales aux points;,
alors il est facile de voir que la solution donnée par leeseh’coincide avec les valeurs e aux
noeudsr;:
— ~h
uj(t) =u (.I‘j,t)

La fonction constante par morceau(t) et la fonctioni” (¢) sont alors deux interpolations differentes
de la suiteuy(t).
L'opérateurA; est une combinaison de translations et il est facile de wwrgp transformée de
Fourier est un opérateur de multiplication:
4% . 9 kh

PR = o5 — 2+ = 3 st B = w07 = (A0

On en déduit aisement I'expression de la transforméeotei€r deu’ (¢):

f(ﬂh)(]ﬁ t) = ug(k) cos(wpt) + al(k,)Sin(wht)

Wh

Posons
F(en)(k,t) = F(@")(k,t) — F(u)(k,t)

D’apres ce qui précede, cette erreur est composée deteenes:
Flen)(k,t) = Flep)(k, t) + Fep) (k, 1)

avec
F () (k,t) = (cos(wp(k)t) — cos(ckt))ig (k)

Fleh) (k1) = <Si“Lj?;§>t> _ sin(eky

Il nous faut estimer ces deux erreurs en nodgour obtenir une estimation de
2 ~h 2 ~h
len )l = [0 (o), = [, |F@)k0) = Fl)k.0)

la derniere égalité provenant de Plancherel.

)i (k)

2
]dk

Estimation dee}).

2

(50) [E10]

2 /R |cos(wh (k)t) — cos(ckt)|? |to(k)|* dk

En utilisant la formule des accroissements finis:

f(z) = fy)

oy w0 eyl
appliquée & () = cos x, on obtient:

cos(wp (k)t) — cos(ckt)
wp(k)t — ckt

= |sinyo| yo €lwn(k)t, ckt|
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dou
(51) |cos(wp (k)t) — cos(ckt)|* < (wn(k)? — 2E?)t?
Or

sin x

lwn (k) — ck| = avec = = %

Ck( _1) )

Pour estimer cette quantité on utilise le développement:

. z?
SIN& =& — =7 COSYo, Yo €]0, z|

ce qui montre que

sina:_ '_ x—2COS <$—2

T 3! 1=
et par conséquent:
k*h? | ck3h?
_ < —
(52) won(k) = k| < lek| - = | =
En reportant dans (51), on en déduit que
2k,6h4t2
(53) lcos(wp (k)t) — cos(ckt)|> < (wp (k)2 — k22 < CT
et finalement dans (50):
2 2
0 /12 02h4t2/ 6 1~ 2 02h4t2/ d3ug 2h*? || dBug
t < k k)" dk = = —||—=
Heh( )’p < e Jgh Hok)l 242 JR| da? 242 || da? |,
Estimation dee},.
(54) / sin wh sm ckt ‘ iy (k | e
R wn(k

On décompose:

sin(wp(k)t)  sin(ckt)
wp (k) ck

— sin(wn(k)?) (ﬁ(k) Clk> 1}{ (sin(wn (K)t) — sin(ckt))

Le premier terme:

: 1 1 : wh (k) — ck| _  |wn(k) — ck|
sin(w kt(———>‘<smw k)t <t
WD\ Sy ~ ok )| = Enlen® = o o]
<|wn(k)t|
est majoré, en utilisant (52), par:
¢ 352
L2l ke

sin(wp (k)t) <$(k:) - i)’ <t o <t 51
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Pour le deuxiéme terme, on utilise de nouveau la formuledeissements finis qui nous donne:

sin x — sin
T Y cosyo Yo €)x,y|

r—=y
Ehs 31,2 21,2
1 1 1 |ck’h k“h
s s < — < <
‘ | sinn (0)) —sin(cke)] < o (1 = cht] < ot || < e
Finalement on obtient donc:
sin(wp (k)t) sin(ck;t)‘ < tk2h2
wn (k) ck - 12
et dans (54):
PNE 2h_4/ FEPPENY o I Py |
Heh(t)‘szg Pig JgM bl dk = oo |1 e L

On obtient finalement le:

Théoréme 6 Sous I'hypotkse(ug, u1) € H3(R) x H?(R) on a I'estimation d'erreur:vt € [0, 7]

)

d2’LL1

(55) Hﬂh(ﬂ-—ldt —

<wmQFW
L2
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4 Discrétisation totale par un sctema aux differences finies en espace et
en temps

4.1 Sclema explicite centé

On introduit un decoupage en tempit est le pas de temps} = nAt. On noteu; une approxi-
mation deu(z;,t"). Pour obtenir un schéma totalement discrétisé, on aberta dérivee en temps
0? e - , : o :

8—1;(1:]-, t") par une difféerence finie centrée d’ordre 2, ce qui conduisehéma suivant:

+1 n -1

(56) u;l B 2uj + u;l . CQ u?—f-l - QU? + u?—l -0

At? Az? N
ou encore:

ul Tt — 2y 4t
S g A =0

ul = 2ul +ul , -
avec(Apup)) = —c? i+ A s L C'est un schema explicite:
€T

n cAt\? TN n e
uptt=2(1 - (E) Juj + (H) (uf g +ufyy) —uj™!

Schéma centré au point X . Calculau point O

O tn
o o tn
® tn

Tji-1  Zj  Tjgl
Figure 9: Schéma explicite centré

Démarrage: Choix des conditions initiales approckes
Pour le probleme continu, comme pour le probleme sentréiisé, les données initiales étaient
définies par les valeurs de la solution & 0, ainsi que celles de sa dérivée en temps=30:

Probleme continu Probleme semi-discrétisé en espace
u(z,0) = ug(z) up(0) = ug p,

ou du

5 = u@) —(0) =
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ou on a noté:,, ;, des approximations (en espace)de

Pour le probleme totalement discrétisg, = (u]) ;.7 €st une approximation deg(z;,t") eton a
besoin de.) et deu} pour pouvoir déemarrer le schema. On doit donc approelief, 0) = ug(z;) et
u(z;, At). Pour le premier instant il est naturel de choisir, commer @probléme semi-discrétisé:

(58) u) = ugp,

Pour approchet(x;, At), on peut utiliser la formule de Taylor:

0
u(wj, At) = u(z;,0) + Ata—?:(xj, 0) + O(A#?)
ce qui conduit a I'approximation:
(59) u;lL = Upp + Atulh

Ce choix correspond alors & une approximation d’ordre eerps dedu/ot.
Pour avoir de 'ordre 2 en temps (plus cohérent avec leraeh& I'intérieur, comme on le verra plus
loin) on pousse plus loin le développement:

At? 5%y

u(zj, At) = ug(x;) + Atug (z5) + TW(%’ 0) + O(At3)

. 0% 0%
et on utilise 'equation— = ¢*——, d’ol
q ot? ox?

A2 0%u
ul@j, At) = uo(z;) + Atur(z;) + ——5-5(2;,0) + o(Ar?)
Ce choix conduit cette fois a I'approximation:
AN ug-)ﬂ - 2u9- + ug-)fl
2 h?

1_ .0
uj = u; + Atuy j +

qui s’écrit encore:

1 At2 0
(60) ’LLh = (I — TAh)Uh + AtU1h

C’est ce dernier choix que nous adopterons dans la suite ahs ¢sauf mention du contraire): le
schéma est donc défini par (57), (58) et (60).

4.2 Ordre du schema: consistance et erreur de troncature

On se donne une solutianréguliere de I'équation des ondes

0?u 0%

oz Com 0

On notera pafi; = u(x;,t"), pour distinguer des valeurs de la suite définie par lersehg}, et on
définit I'erreur de troncature:

—n+1 — —n—1

u; - 2uy + u;

(61) E? = INE + (Ahﬂh)?
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Définition 1 On dit que le sckma est consistant si I'erreur de troncature tend verg’d {(— 0)
lorsqueAt et Ax tendent vers 0.
Le sclema est consistarét I'ordre m en temps et k en espace si I'erreur de troncatuted&sdre m
en temps et k en espace, i.e. si

el = O(At"™ + AxF),
lorsqueAt et Az tendent vers 0.

Remarque 4 L'erreur de troncature est une erreur qui indique commeatjliation est appro@e
par le sclema. Ce n’est pas une erreur entre la solution exacte et lkatisol approclee (erreur de
convergence), mais c’est une erreur qui quantfiguel ordre la solution exacteevifie le sclema.

Lemme 2 Le sctema (57) est consistaat!'ordre 2 en temps et en espace :
= O(A#? + Az?)

Preuve: Siu est reguliére, on peut faire des développements de itaylo

wt -y Tt 9 o*u
J J J n 2 4
INC = a2 (zj,t )+ At (%4( t") + O(AtY)
at, ., —2ut +ut 9%u *u "
gt A:CJQ it :W(az ™)+ Aa:26 4(:1:j,t )+ O(Azt)
d'ou 52 52
n _ u n 2 n
5] - @tQ( J?t )—cw(l‘],t )

2 Otu m 5 0 n
+— <At2—(a}j, ) — A Az? W(acj,t ))

+O(At* + Azx?)
le premier terme est nul carvérifie 'équation des ondes. On en déduit aussitotajue- O(At? +
Az?). Si on examine de plus pres le second terme, en réutiligantation des ondes, on a:
otu 5 1 0%

or ~ 0202~ € 92t

donc le second terme est égal a:

*u

84

2 otu n
(At2 4 QAJ:Z) w(l‘j,t )— QAx (0® —1)=—

4! (xjv t")

At : ,
aveca = CA— ce qui montre qu’on gagne un ordre lorsque= 1. On a donc un schéma d’ordre 2

T
exactement lorsque # 1 et un schéma d’ordre au moiddorsquea = 1. En fait on peut montrer
que lorsquer = 1 le schéma est d'ordre infini, c’est a dire gele = 0 et que le schéma donne la
solution exacte. On va donner une interprétation de adtedsa partir du cone de dépendance.

Exercice 9 1- Montrer que I'erreur de troncature est nulle (en 1Dpsi= 1 (on utilisera I'expression
de la solution exacte(x,t) = f(z + ct) + g(x — ct)).

2- Ecrire un scéma de dis@&tisation totale de Bquation des ondes en 2D, cengt d’ordre 2.

3- Montrer que pour ce séma, et en supposant qier = Ay = h, l'erreur de troncature reste
d’ordre 2 méme sicAt = h, contrairement au cas 1D.
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4.3 Cdne de cependance nungrigue- Condition nécessaire de convergence

Bien sdr, le fait que le schéma approche I'équation nétqs a garantir que la solution discretg

converge vers la solution exacte, lorsque les paramégrélésdrétisatiorh et At tendent vers 0. Nous
. . i . . cAt e

donnons ici une condition nécessaire de convergence. @ntogjoursa. = ——, et on définit la

. , . Ax
vitesse numerique:
Ax

At
Nous regardons la convergence lorsdguet At tendent vers 0, avee fixé.

Vnum =

Premier point de vug(cf Fig 10)
La solution exacte: issue des conditions initialeg, et u; est comprise dans le cone situé entre
les deux droites “limites” de pentel/c. La solution discréte;, se propage sur les points de la grille,
. - P . 1 1
avec une vitess¥,,,,, (en gagnant un point a chaque itération). Sila pe&;ﬁeu > —, alorsu, =0
C

num

dans la zone comprise entre les 2 cones, alorsuqee0, donc il ne peut pas y avoir convergence.
Unecondition nécessaire de convergenasst donc que:

Al

(62) la| <1 <= AL

Nous verrons que cette condition, appelée condition CRau@nt-Friedrichs-Levy), est également
une condition nécessaire de stabilité du schéma.

Deuxieme point de vuécf Fig 11)

Soit M = (z;,t") un point de la grille de calcul. Les points qui ont servi acodr u; sont
contenus dans un cdne de sommétd’aréte les demi droites issues d¢ et de pentetAx/At.
On le noteK, (M). La solutionu} dépend donc uniquement des valeursilet u' sur le segment
[Mg o Mg = [2j—n, 2j4n] = [(j — n)h, (j + n)h]. La solution exacte, elle dépend des valeurs de
u’ etu! entre[M—, M ], avecM ~ = (z; — ct",0) et M+ = (z; + ct™,0). On a donc 2 cas:

Cas I [M—,M*] C [M(;a,Mgfa], i.e., le cone de dépendance numérique contient le déne
dépendance exact et on a donc toutes les infos nécespauesonstruire la solution approchée.
Cecasestlecasdy —n)h < xj; —ct” < xj+ct" < (j+n)h c'estadirecAt < h.

Cas 2 [M&Q,nga] C [M~,MT], i.e., le cone de dépendance numérique est strictenueneru
dans le cbne de dépendance exact et la solution appraoghéient pas compte des valeurs de la
solution (non nulle) & I'extérieur du cdne numériquiend peut donc pas y avoir convergence.

4.4 Analyse de stabilie par Fourier

Avec la notion de consistance définie precedemment, Igieleie notion fondamentale associée a un
schéma numérique est la stabilité. On dira que le sch&shatable si la solution discrete a l'instant
t", uy, est bornée indépendemment des parametres de disti@tii et A¢, pour toutes conditions
initiales. La stabilité est une condition nécessaire @@vergence. En fait, on peut montrer que si le
schéma est consistant, alors c’est aussi une conditifisamie (si un schéma est stable et consistant
alors il est convergent).
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s
Cas 1:1/¢ > 1/V,.. peut converger
t
N 7
N /
\ Ve
N 7/
N /
N\
3 N /liuh =0,u 7£ 0 ‘
/
- - /
N 7
~\ 7 |-
A

Cas 2:1/c < 1/V,um : NE peut pas converger

. " ; . At
Figure 10: Condition nécessaire de convergeng#},,,, < 1/c < a = Z— <1

X
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Figure 11: Convergence
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On suppose ici que, etu; sont données dards’ et que leurs approximationsy, etu,; véerifient
les hypotheses (39). On cherche a obtenir des estimatiehs solution discrete, indépendantes de
h, At, pour toutes conditions initiales. Le schéma peut s'écri

n+1 n n—1
wy, = 2uy +uy,

At?
Comme pour le schéma semi-discrétisé en espace, orgappi (63) une transformée de Fourier
discrete d’'ou
(64)

(63) + (Ahuh)" =0

~n+1 ~n ~n—1
u, " — 2uy +uy,
At?

+ Dy(k)al =0

-~ 4% | 5 kh . L, .
avecDy (k) = Ap(k) = Sz sin” - ce qui est équivalent a

aptt — 2(1 — 20 sin? %)az +ay =0
Par conséquent, la solution est de la forme:
uy = Apri(k)" + Byra(k)"
oury etry sont les racines du polynéme caractéristique:
(65) =21 -F)r+1=0

kh 2At? kh -
avec = 2a” sin® 5 = 2 3 sin? O On a en particulied < 8 < 202 et Dy, (k) At? = 2.

Une condition nécessaire de stabilif est donkaax(|r1(k)| ,|r2(k)|) < 1. Les deux racines
verifient:

T1ro = 1
(66) { ri+re=2(1-7)

Les constantegl;, et By, sont déterminées par les conditions initiales:

ﬂ% = Ay + By,
ﬂ,ll = AhT‘l(kZ) + BhT‘Q(]C)

Ah(?”g — ?”1) = ﬁ%?”g - ’l/i}ll

<~ ~ PR
Bp(re —r1) = 4} — ra

ce qui donne siy # 79 I'expression de la solution

~0 ~1 ~1 ~0 n n n n

N UpTo — U Uy, —Triu o Trory —rir q1To —T

(67) ap = N hptt 4 B hpp =59 =2 2 12—t
T —T1 ro — T ro — T ro — T

Le discriminant de (65) est :

Alk)=(1-8)°~-1=~ 3 (2-0)
~—

On a donc 2 cas a considérer:

Cas 1: 3k, tq. A(k) > 0
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Les 2 racines sont donc réelles distinates r2) € R? et d’autre part on a d’apres la premiére relation
de (66)

rif [r2] =1
donc dans ce cas omaax(|r1|, |r2|) > 1 ce qui montre que le schéma est instable (il existe des con-
ditions initiales pour lesquelles la solution explose:aigxempleR > 1, R* = e"*E = e IR =

ek MR, | o lorsqueAt — 0).

Cas 2:Vk, A(k) <0

D’aprés ce qui précede, une condition nécessaire tdigtes’écrit donc
Ak) <

Dans ce cas, les deux racines sont soit complexes conjgigoéaélles et identiques. Dans les deux
cas:

al <1

o =71
donc|ri| = |re| = 1 et par conséquent:
(68) |p| < |An| + Bl

donc la solution n’explose pas en temps et il N’y a pas nongilumortissement ce qui est conforme
au phénomeéne étudié et traduit la conservation digeePour montrer qu’on a stabilité?, il reste a
vérifier que la solution est bornée indépendemmerit.de

Estimation de la solution sous I'hypottesea < 1
Pour obtenir une estimation de la solution, (68) ne permgtaconclure. On va reprendre I'expression
de la solution en fonction des conditions initiales. Lexpét sont les suivantes:

On rappelle le choix des conditions initiales (cohéremtgsc de I'ordre 2 en temps) (58)-(60):

0 _—
uh - u07h

u}lL = (I — ATﬁAh)u?L + AtuLh
ce qui montre que

0 _

7”1+7’2,\

Uk = (1 — AL Dy (k))a + Atary, = (1 — B)af + Atary, = @) + Atary,

On injecte ces expressions dans I'expression de la sol(@ioy ce qui donne:

1 1 _
uy = <—(r2r1 riry + T”'H ”'H)AO + At(ry —r)ug h>
T —T1 2 ’
En utilisant la relation;r, = 1 et en posanty = r etm = 1/r on obtient:
an_ 1 7“2" +1 =11
ce qui implique [r| = 1)
1 2n
A < 5 "+ ] b+ At || ol
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Lemme 3 Si|r| = 1, alors

1], 1 n_q
5 r 4+ ’r_" S 17 et ’]”2 — S n
Preuve: La premiére estimation est immédiate:
1 1 1 ™ 1
<"+ =] =1+ =1
2T+r”2|r|+‘r 1+

La deuxieme estimation découle de l'identité:

1— (r2)n

_ 2 2\n—1 _
T _‘1+r + ...+ (r9) ‘§1+...+1—nl

A partir du lemme, il est immédiat d’obtenir une estimatimla solution :
[ (k)] < [@| + Atn Jar)
2

= |a(k)” < 2ah| +20")? i/’

a2, < 20|@0)%. + 2062 a2
= |lapllz: < Huh||L2+ (™) lanll7 2

nil2 < 9|0 2 241 2 2
= |lupllz: < Huh||L2+ (™) lug,nll72

ce qui implique encore, en utilisant d’une paft2? 4 2> < |a| + |b| et d’autre part les hypothéses
(39):
lupl[2 < C(lluoll 2 + 2" [Juall2)

qui est I'analogue de I'estimation (40) du cas semi-disdDet resume ces résultats dans la
Proposition 1 Soientu, etu; donrées dans.? et leurs approximationsyy, € L? etuy, € L?

- " At i
verifiant les hypothses (39). Alors, sous la condition CF‘;C:T‘ < 1, le sclema totalement
discrétise admet une solution unique et on a I'estimation:

(69) lupl[2 < C(lluoll g2 + 2" [Jurll2)
ou C est une constante positive iygendante dé et At, ce qui montre la stabil@ sur un intervalle
de temps bora.

4.5 Analyse de dispersion

Comme pour le schéma semi-discrétisé, on peut faire nalyse par ondes planes. Ce paragraphe
suit la méme démarche que celle présentée pour schémadéscrétisé (le lecteur peut essayer de le
faire comme exercice).

Ondes planes continues

On rappelle que I'analyse par ondes planes du probleméncocnsiste a s’'intéresser aux solutions
particulieres de la forme(z,t) = ' (-%**t52) ce qui conduit & la relation de dispersiol = c2k2.

La quantitew/k = +c est la vitesse de phase de I'onde.
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Ondes planes nungriques
Ce sont les solutions particulieres de la forme

u;z _ ei(jAa:k—wh,AtnAt)
En injectant cette expression dans le schéma, on obtieelalton de dispersion du schéma:

2 cos wp AtAt — 2 92cos Ax — 2
— c pr—

At? Az? 0
4 swpaAt 4 S kb
= g sin 5 = S o = Dy (k)

Pour le schéma semi-discrétisé, rappelons qu’on atdému comme relation (en cherchant des
solution de la formey; (t) = e'(/hk—wnt))

le deuxieme term®,, (k) provenant de la discrétisation en espace et le premieetétamt le symbole
de 'opérateurd? qui n'a pas été discrétise, et on avajt = k*c*> + O(h?). Lerreur de dispersion
(rapport des vitesses continue et semi-discrétisé&psiaait alors:

Pour le schéma totalement discrétisé, ce premier tesheemplacé par le symbole de I'opérateur
discret approchani?:

(70) A—tQ S11 T = Dh(kﬁ)

eton awy a¢ = k*c? + O(h% + At?). On peut réécrire (70) sous la forme

2 . (cAt . kh\ 2 . . kh
(72) Wh At = iKt Arcsin (T sin ?) = iKt Arcsin (a sin ?)

ou encore, en posaif = kh,

1 Wh At 2 . ( . K)
72 ——>= = +—— Arcsin —
(72) c k oK st 2

K h i} . . 2
Le nombreG = 9 = représente l'inverse du nombre de points par longueurdon= %
T

L, 1w , . , .
La quantlte—hT’At représente le rapport entre la vitesse de phase numégsigaevitesse de phase
C
continue. Notonsy)" », la solution telle qué < w; ,,At/2 < /2, et
+
1wy At

2 . K 1 .
q(a,G) = P Arcsin (a sin E) i Arcsin(asin 7G).

Quelgues remarquedcf Figure 12)
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e Siaestfixéeth — 0,0na
q(a,G)=1—(1-a®)K?*/2 + ...
On retrouve que le schéma est d’ordre 2 (et d’ordre infimi si 1).

e Poura fixé, la fonctionG — ¢(«, G) est décroissante (+ on a de points par longueur d’onde,
plus g est proche de 1).

e Pour(G fixé, la fonctiona — ¢(«, G) est une fonction croissante. Le meilleur schéma est
donc obtenu pour le plus grardpossible (limité par la CFL) c’est a dire poar= 1. En 1D,
on amémey(1,G) = 1 et le schéma est exact (faux en 2D, cf exercice 9).

e Sous la conditiony < 1 on retrouve la stabilité du schéma puisqu’alefs,, est réel. Siv
était complexe, ¢a voudrait dire qu'il existe des solngio

n i(jhk—wnAt)

ul=e jhk—anAt)ew[nAt

= 62(

et on a 2 solutions)* donc une des deux est telle que > 0 donc explose. Cette technique
est tres pratique pour déterminer la condition de st&biliun schéma.

e La limite quandx — 0 correspond a

1 2
g(a —0,G) ~ ESH”TG: Esin;

qui correspond a I'erreur de dispersion du schéma sesgrélisé. On voit donc que sa disper-
sion est plus grande que celle du schéma totalement tiggcrée

Exercice 10 On peutétablir la condition de stabilé en 2D facilement, par le @me argument que
en 1D (cf. 4.).

1- Montrer que la relation de dispersion du grha 2D sécrit

4 .9 Wh,AtAt 402 .9 k‘lh .9 k‘gh
(73) A—tQ Sin T = W(SIH 7 + sin 7)
2- Montrer que le sobma est stable sous la condition CFL
cAt] /2
74 =— < —
(74) ol === < 5

On peut interpéter cette condition de la fagon suivante: en 2D, la soluétementaire (fonction de
Green) est:

_ H({t —z[/c)

o/t — [z]?/ 3

dont le support est le disqugz| < ct}. A linstantt™ = nAt, elle a donc atteint tous les points
|z| < enAt. La solution nurérique, elle, se propage sur un losange de demi-diagomalet donc de
cote ! = nh/+/2. La condition CFL exprime le fait que le losange doit stnatt contenir le disque.
S'’il existait des points du disque qui sont strictemarniextérieur du losange, cela signifierait que
en ces points la solution exacte est non nulle alors que latisol approctee I'est. Cette condition
appardt donc de nouveau comme une conditi@@ssaire de convergence du &ala. (Le losange
contient strictement le disque lsi> cnAt donc sinh/v/2 > enAt <= cAt/h < v/2/2, cf Figure
13).

G(x,t)
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Courbes de dispersion pour alpha variantde O a 1

0.97

0.851

0.8t

0.757

0.7

Figure 12: Courbes de dispersion du schéma aux diffeseficies

Figure 13: Support de la solution élémentaire exactey(di} et de la solution éléementaire approchée
(losange)
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4.6 Stabilité par techniquesénergetiques

Comme dans le cas continu et dans le cas semi-discret, oretahlir la stabilité en montrant la
conservation d’'une énergie.

Théoreme 7 Soientuy € H', u; € L? etu} la solution du scema (57)-(58)-(60) @ ugp, et uyp,
verifient les hypotbses (39) et (41)).

e La quantié
+1 n||?

+1/2 . 1 ’LLZ — ’LLh 1 n 1
(75) E} =517 ar + §(Ahuh,uz+ )
se conserve c’est dire , ,

n+1/2 n—1/2
(76) E; =E, %, Vn.
. CAt n+1/2 . - .

e Sous la condition CFo = — < 1, E, est une forme quadratique positive et par cammsent

le sctema est stable. Plus gcigment, on a I'estimation suivante:

(77) S(1-a?)

Nous laissons au lecteur la preuve de ce théoréme, audrded’exercice suivant.
Exercice 11 1- En multipliant scalairement le sema

uZ'H —2up + uZ_l
At?
par I'approximation centee de(d;u)", montrer que la quantt

—|—Ahuz =0

2

+1 n
+1/2 1 u" —Uu 1
En / = —2 —h ___"h r h + —2 (Ahuﬁ,uz 1)

h

se conserve (i.el

1/2 —1/2 . .
172 — g1/ 'yn). Comparer aux cas continus et semi-discrets. Commenter.

2- Montrer que pour les conditions initiales (58) et (60 (@), etuyy Vérifient les hypotbses (39) et
(41))ona

1 1
B,? < CE(0) = O | + a(uo, u))

3- Montrer que pour touty,, on a
4¢?
(78) (Ao, vn) < — llual?
4- En utilisant I'identié
1
ap(u,v) = Zah(u +v,u+v) — Zah(u —v,u—v)

en ceduire que
n+1 2
up " —up

At

et conclure.
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Estimation de la solution

At L i . . :
On suppose qua = 2% 1. Lestimation d’énergie obtenue au théoreme 7 permebtenir
le résultat de stabilité suivant:

Corollaire 1 La solution du scema discetis \erifie I'estimation suivante:

(79) [up|l < Cla)(lluoll + "4/ E£(0))

Cette estimation est a rapprocher de I'estimation qu'aitatablie pour le schéma semi-discrétisé:
lun(®)]] < [u°| + V22, E(0)

Démonstration: I'estimation (77) peut se réécrire, en utilisant I'idéat76):

%(1 —a?) W 2 <EM'Y? = B2 <CE®0)
d'ou
(80) Hugﬂ - qu < MAt
avec
) =020
On adonc
g < [t = = + | < e+ |

soit

gl < nd At + g
[ |

Estimation d’énergie pour le sclema avec terme source

Par la méme technique, il est facile de montrer:

Corollaire 2 Sous les i@mes hypotses que celles duébreme 7, sk} est solution du s@ma avec

un terme source: 1 1
n n n—
(82) w, = 2uy +uy

At?
avec les conditions initiales (58) et (60), anr'em’ergieE}’;‘“/ ? verifie l'identite suivante:

+ Apup, = fi

n - 1 _
B B = (gt — )

h 5 Up — —Up
De plus, si < 1, nous avons I'estimation @hergie suivante:
\/5 n
83 EpT < B X2 At g
(83) \/h —\/h W1 — a2 ;Hth
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Preuve: I'identité (82) estimmédiate. Il est par ailleurs faaile voir qu’elle implique:
+1/2 ~1/2 1
Bt Y < I it = ]| + [t = )

(VB B OB By

Sia < 1, I'estimation (77) montre que

n+l n \/5 n+1/2
[ =i < A==V S
ce qui, avec l'inégalité précédente conduit a:
n+1/2 n71/2 1 \/5
\/Eh \/Eh =9 Hfh”Atm

et permet d’obtenir (83).1

. . 1
Remarque 5 La constanteC(«) de I'estimation (79) @pend dex: elle est en——-. On perd

donc I'estimation quand: se rapproche de 1, or on sait par ailleurs que le&ata s’angliore lorsque
a se rapproche de 1. En fait, il existe une autréthode, toujours &ea uneénergie discéte, qui
permet d’'obtenir une estimation avec une constd@niadépendante de (voir Annexe B).

4.7 Convergence du sodma totalement discétisé par différences finies

Le résultat général sur les schémas disant que si lensalest consistant et stable alors il est conver-
gent, s'applique ici. Plus précisément on a:

Théoreme 8 Soitw} la solution du scema (57)-(58)-(60) @ugy, etuyy, verifient les hypoteses (39)
et (41)) et approchent etu; en normeL?. Si la solution du prokéme continu est assezgulire et
sia < 1 alors

lim sup ||up —ap|l2 =0

h—0 n

ol (") la fonction deL? définiea partir des valeurs de aux noeudsy( € C°)
ﬂj(tn) = u(a:j,t”)

Plus péciment, on montre que

V2 S
84 B2 < E1/2—|—7At ek
(84) VERTE <\, WI_o? kZthH
ol on a pogé
1|[entt — e
n+1/2 el
(85) e = 2| (e )

etal e} =y — uj estl'erreur de convergence.
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Preuve: linéarité, il est facile de voir que I'erreur de convergervérifie :

n+1 n n—1
e, —2ey +ep

+ Apel = €7

At?
e) =u) —ul), (eg-) = ug(z;) — uoy)
et =u} —uj, (6]1- = u(z;, At) — ujl)

ou e} est I'erreur de troncature, définie en (61). D’apres lfastion (83) du corollaire 2, I'énergie
associée a ce probleme (85) vérifie:

T sl

Sous la condition CFla < 1, c'est a diresi le sctema est stable cette énergie est une quantité
quadratique positive, ce qui montre que si le second membieette estimation tend vers 0, alors
I'énergie tend vers 0 et ceci impliquera que I'erreur telrds\0. On remarque qu'il y a deux sources
d’erreur:

e le terme

2
1 0
€n —Ch

[o12 1
E 20 At

qui représente l'erreur die a I'approximation des ctads initiales. Ce terme tend vers O si les
données initiales sont bien approchées.

1
+ §(Ahe9l, e}L)

n
o le termeAt Z Heﬁj” provenant de I'erreur de troncatur@our n'importe quel schema consis-
k=1
tant, on peut montrer que ce terme tend vers 0. En effet, dans amncsst que:é? — 0 lorsqueAt
et Ax tendent vers 0, ce qui veut aussi dire qu’on a une estimatidge:

k k

ou ¥ est une suite de fonctions bornéesideet C(At, h) — 0 lorsqueAt et Az tendent vers 0. I
est facile d’en déduire que

|ek] < caem |k, vk

Par conséquent:
At ]| < atcae,n) Y- v
k=1 k=1

Plus particulierement, pour notre schéma, on peut montgee si la solution est assez réguliére
(on voit la régularité nécéssaire dans I'estimatiam) a
CO(O,T;LQ))

n
ALY el < o [ ar
k=1
Doncl’erreur de consistance est d’ordre 2

!Nous ne faisons pas la demonstration ici qui est technigue &tre difficile: elle repose sur des développements de
Taylor avec reste intégral

*u

Oxt

*u

ot4

+ h?
C9(0,T;L?)

C9(0,T;L?)

Ce qui montre quée schema est convergent
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Remarque 6 - Sur I'erreur dlie a I'approximation des conditions initiales

Le terme\/E;LL/2 dans le membre de droite de I'extimation d’erreur (84) feg@nte I'erreur commise
sur 'approximation des conditions initiales. Si par exéepmous faisons le choix d’approchey et
uy par ugp, etuyy, définis en (28), c’'esh dire les valeurs ponctuelles, on a

e =0

et
At? ,0%u
1 2 0

C’est sur ce terme qu’on va voir 'importance du choix denthrrage.

e} = u(z;, At) —u (z;) + O(A?) — ujl

e Sion avait fait le choix (59), c’est dire:
ujl = up; + Atulj
on voit que on obtient

et = ug(x;) — ugj +At(uy () — uj) + O(At?) = O(AL?)
—_———— —_————

=0 =0

<

Or dans le terme d’erreur ce n'est pag qui intervient maise;, /At:

2
= O(A?) = \/E* = 0(At)

2
€

At

1 0
e — €h
At

12 1
Eh — 5

1 1
(A Y el)y = =

e Par contre, si on @marre avec (60), c'est dire:

At?
on obtient:
At? 0%
€)= uo(;) — toj + At(ur () — wrg) + S (P53 + (Apuon);) + O(AF)
A2 0%

O(h?)
et cette fois ci on peut montrer que

€

1
72 _
At

N = O(At?)
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5 Approximation variationnelle (Galerkin)

Nous allons maintenant nous placer dans un cadre variaiohtous ferons ici une présentation tres
succinte de I'approche variationnelle et de la méthodettlraents finis, et nous renvoyons le lecteur
aux nombreux ouvrages ou cours consacrés a cette méthode

Du point de vue de I'approximation les principaux intéréfutiliser un schéma variationel par
rapport & un schéma aux differences finies sont les stgivéls permettent d’avoir une approche
systématique pour construire des schémas (y comprisli@dleveé), on peut en faire I'analyse en
milieu hétérogene, on dispose de résultats de conmeeget des estimations d’erreur, on peut utiliser
des grilles non réguliéres (bonne approximation de tanutrie). Une des differences essentielles est
gu'ils font apparaitre une matrice de masse qui rend lermehnon explicite. Cependant, nous allons
Voir que pour des éléments finis standards, on peut appraghte matrice par une matrice diagonale
(condensation de masse).

5.1 Formulation variationnelle continue

On considére I'équation a coefficients variables pas#ain domaine born@ =]0, L|:

Pu 0, Ou
PoE ~ %(M%) =0, €)0,L[,t>0

(86) u(0,t) = u(L,t) =0
ou
u(z,0) = uo(z), . (2,0) = ui(z)
et on fait les hypotheses suivantes sur les coefficientsrdéés conditions initiales
p € L>(0,L), 0 <pe < p(x) < p*
(87) p € L>(0,L), 0 < s < () < p*

ug € H}(0,L) =V, w; € L*(0,L) = H
Sous ces hypotheses, le probleme (86) admet une solutiqoeu

d
we C00,T;V); 22 e 0, T; H)

dt
qui vérifie le probleme variationnel suivant:
d2
@(u(t),v)p +a(u(t),v) =0, YveV
(88) p
u
u(0) = up 52 (0) = u

ol nous avons poseé:

L

(w0l = [ plwyuta)o(e)ds
(89) "

B L du dvd

a(wv) = [ i) e
Grace aux hypothéses suet 4, le produit scalairg., .), est équivalent au produit scalaire usuel sur
H eta(.,.) est une forme bilinéaire symétrique continue Bux V et coercive sui (inégalité de
Poincaré sufi}: ||[v]|;2 < C||Vvl[;2).
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5.2 Approximation de Galerkin (semi-disciétisation en espace)
5.2.1 Laformulation approchée

On introduit un sous-espace vectorigl C V, de dimension finiéV qui approchéd’ au sens suivant:

H1) lim inf |jv— —0, YoeV.
(H1) hli%yigvh”” vplly =0, Yo €

Soit(¢r)r=1,~ une base d&},. Le probleme approché consiste a se placer #fgresi lieu deV/, c’est
a dire a chercheny, (t) € V}, tel que

d2
@(Uh(t)vvh)p + a(up(t), vy) = 0, Yo, € Vj,
(90)
duy,

up(0) = uop € Vi T

(0) = w1y € Vi
oU ugy, approcheug dansV etwu,;, approcheu; dansH, i.e.

H2) lim [uo — —0, lim [ju; — = 0.
(H2) lim [lug —uonlly = 0, lim [Jur —winlly =0

En décomposanty, (t) sur la base
N

up(t) =Y ur(t)er
I=1
et en notant/(¢) le vecteur de composantesg(t), ceci peut s’écrire matriciellement :

d*U
(91)
au

ou les matricedf et K sont respectivement les matrices de masse et de rigiéitinjes par

My = (p1,00)p 5 Krs=aler,¢r)
Exercice 12 Montrer que les matriced/ et K sont synatriques et éfinies positives.

Le systeme (91) est maintenant un systeme difféerentithaire.

5.2.2 Estimation dénergie

Exercice 13. Estimation a priori sur I" énergie
1- Montrer que la solutionu,(¢) du probBme semi-diséti \érifie la conservation de &nergie

suivante:
2 1

1]|du
Bn(0) = 5| G| + patunun)
p

2

2- Montrer que sous les hypétses faites sur les conditions initiales on peut maj@igf0) independemment
deh,
3C > 0, C independante dé, E5,(0) < C(|lu1ll% + [luoll})
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Conclure.
3- Montrer que le choix suivant de conditions initiales dent:

upp, = la projection orthogonale de sur V}, pour le produit scalairel”
uyp, = la projection orthogonale de:; surV}, pour le produit scalaired

On pourra admettre (ou@montrer) le lemme suivant:

Lemme4 SiV et H sont 2 espaces de Hilbert, tels quecC H, V dense dans H et avec injection
continue alors I'hypotase (H1) implique

lim inf |v—wv =0, Yve H.
hHOUhEVh‘ h‘H ’

5.2.3 Convergence du séma semi discétise

Nous avons vu pour le schéma aux differences finies quetiamde convergence devait étre précisée
et nous en avons vu deux difféerentes selon ce qu'on conmgdaesolution exacte. Dans une ap-
proche variationnelle, cette notion est beaucoup pluslsiaméfinir puisque la solution approchée
est cherchée dans un sous espace de I'espace auquelapparsolution exacte. On peut donc com-
parer ces deux fonctions, en tant qu’'éléments de cet esgaitu solution de (88) et solution

de (90). Nous supposerons ici quec C%(0,T;V) et queu;, € C?(0,T;V4), ce qui suppose en
particulier queug etu; sont dand/. On supposera qu&y;, converge vers,, dansV etu;; converge
versu; dansH. L'erreuru — uy, vérifie le probleme suivant:

(8t2t(u—uh),vh)p—l—a(u—uh,vh) =0, Yo, € Vi

(2) d(u — up)

dt
La premiere équation peut encore s'écrire en introduisg, € Vj,:

(u—up)(0) = up — ugp, ; (0) =uy — ugp

(atQt(wh - Uh), Uh)p + a(wh — Up, Uh) =
(93)
= (0 (wp, — u), vn)p + a(wy — u,vp).

En choisissant;, = 0;(w, — uy) on obtient:
(07 (wh — un), O (wh — up))p + alwn — wp, O (wh — up)) =
= (0 (wh — w), O (wh — up))p + alwy, — u, O (wh — up))

soit encore:

1d 1d
2dt 10 (w, — Uh)Hi + Eaa(wh — Up, Wp, — Up) =
= (07 (wn — w), B (wn — up)), + alwy, — u, Op(wy — up))
Posons ) .
(94) En(t) = 5 19 (wy, — un)|3 + @wn = up, wy, — up)
L'égalité précédente se réécrit:
d

(99) () = (03 (wn, — ), D (wn, — un))p + alwy, — u, (wh — up))
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Projection elliptique . Pour pouvoir obtenir une estimation de I'eénergie on veajarer le sec-
ond membre par une “fonction de multipliée par une quantité qui fait intervenir 'eneyy Le
termea(wy, — u, 0 (wy — uyp)) €st génant car il est majoré pid|| ||wy, — ully, [|0(wn — up)||y, OF
dans I'énergie c’esto; (wy, — up)|| ; qui intervient. On s’en débarasse en introduisant I'afer de
projection elliptique

Ph :Vo— Vh
(96) u — Pyuavec
a(Pru — u,vp) =0, Yo, € Vj

L'opérateurP;, est bien défini par Lax-Milgram. D’autre part on montre que

Lemme 5

lall .
97 Pru — < f —
(97) [P — ully, < o uev, [lon —ully,

Démonstration: Par définition, on a:
a(Pru — u, Pou — u) = a(Pyu — u,vp — u), Yop € Vj
d’ou (coercivité + continuité de)
o || Pru = ullf, < llall | P = ully [lon = ully,

ce qui permet de conclurel

On peut aussi facilement montrer que
Py (0su) = 0r(Pru)
En effet, en dérivant I'equation définissant la projestelliptique par rapport au temps:
d d
Ea(Phu,vh) = Ea(u,vh), Yo € Vi
Siu € CY0,T;V) alors on aP,u € C*(0,T;V},) et on peut donc écrire :

a(0t(Pyu),vp) = a(Osu,vp), Yo, € Vy

ce qui définitd; (P,u) comme la projection elliptique d&. On a supposé quec C?(0,7; V), donc
le résultat est valable pour les dérivees secondes gusteim particulier, on a aussi I'estimation (97)
sur les dérivées en temps.

L'estimation sur la projection elliptique est en norfife Pour montrer I'estimation d’erreur en
normeL?, il est utile d’avoir également une estimation sur la petf elliptigue en normé.2. On
peut bien sar la majorer par la nornire mais en fait, il est possible de montrer gu’on gagne un ordre
enh, en utilisant le:

Lemme 6 . (lemme de Aubin - Nitsche). Pour taut V/, on a I'estimation:

1
(98) [ Pru — ullg < [lal| | Pru — ully, sup —— inf [lon, — ¢4
" VgeH 9|l 7 vneVa v

ou ¢, est solution du prol@me adjoint, éfini pour toutg € H par

(99)

pour tout g € H, trouver ¢, € V tel que
a(’U,ng) = (gvv)H> YVoeV
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Démonstration: On utilise la définition de la norme dats:

g, Phu —u
1Pru — uly = sup [@Fre =Wl
s A P

On a d'une parti(u — Pyu, v, = 0 pour toutvy, et d'autre part(u — Pyu, ¢4) = (g,u — Pyu), d'ol
par difféerence

(9, u = Phu) = a(u — Pyu, og —vp) < |lal| | Phu — ully log = vnlly, , Yon € Vi

d’'ou le résultat. |

Pour déduire de ce lemme une estimation qui montre I'ordrk, @ous avons besoin de quelques
hypothéses supplémentaires. Nous supposons qu'ilexisbpérateurl;, qui envoieV dansV}, et
tel que pour toute fonction € H*1(Q) NV

(1) [[Tpo =l g < CR* ol g
(100)
() Mho —vllgq < CHF ol o

Un tel opérateur existe bien lorsqu’on utilise la méthaolés éléments finis: il s’agit de I'opérateur
d’interpolation. Pour pouvoir utiliser ce résultat, n@wons besoin de régularité:

Définition 2 Le probBme adjoint (99) est ditagulier si pour touty € H, la solutiony, est dans
V N H?() et s'il existe une constanté > 0 telle que

(101) H‘Pg”zQ < CHQHO,Q

Lemme 7 Si le probeme adjoint (99) estagulier, on a I'estimation suivante, pour touts V'

(102) [P~ ully < ChlPyu— ull,

Démonstration: Sile probleme adjoint est régulier, pour tau€ H, la solutiony, est dans{?(£2)
et vérifie (101), donc I'estimation d’interpolation (160i) nous indique que

Mg = eglly < Ch ‘909|279 <Ch |9‘0,Q

la deuxieme inégalité provenant de (101). On en dédwitdjue pour touy € H

1 1

o b flon —@glly < s [[heg — @ylly, < Ch
91l £ vneVa TV gl A

ce qui montre (102) en utilisant I'estimation (98m

Estimation d’erreur L2

Lemme 8 On a I'estimation dénergie suivante:

(103) &) < £ 0)+ C /0 t |- Ph)aftuHH (s)ds
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Démonstration: On reprend (95) en choisissanf, = P,u, ce qui donne

d
ZE(0) = (@GR wn = w), 0wy, — un))y < |0FCwn — )|, 91 (wn — un) g

1/2 4 o1/2
28,5 E,

1/2

<Ce;}

d’ou
4
dt
on en déduit (103) en intégrant en tempil.

£ < C 10 (wn — )|

Théoreme 9 Siu est solution de (88) et;, solution de (90), avee € C?(0,T;V) etu;, € C?(0,T;V4,),
et si le probéme adjoint estégulier, alors on a les estimations suivantes:

(D) 0w = dunlly (1) < C(2(0) +h [T = Pu)dyuly (1)

(104) +h /0 t (- Ph)8t2tqu (s)ds)

IN

(i)l —unlly (2 I(T = Puyully, +C (52”(0) +h | - Pzl (8)ds>

Démonstration: Par Cauchy-Schwartz:

[0sw — Opun |l i < 0w — e Prull gy + ||OrPru — Opunl|

<ce?
et on obtient (104)-(i) en utilisant (103) et (102) . De méorea :
lu = uplly < llu—Puully + || Pau— unlly,
<ce?
qui permet d’obtenir (104)-(ii). &
Lemme 9 e Si on choisit comme conditions initiales appréek

uop, = Prug, et uy, = Ppug

alors £,(0) = 0.
e Pour d’autres choix de conditions initiales appr@ds on a

(105) &°(0) < C(II = Pl + = wanly + lluo = wonly)
Démonstration: I'énergie discréte initiale s'écrit:
En(0) = % | Phuy — wnn |7 + %G(Phuo — Ugn, Phuio — uon)
on obtient donc immédiatement le premier point. Sinon, tilise Cauchy Schwartz pour majorer:

| Prur — uinllg < (T = Po)uallg + lur — uinll g
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D’autre part on a vu que

a
| Phuo — uonlly < % llon — wolly,» Yor, € Vi,

donc en particulier pour, = gy, :

el

| Phuo — uon|ly < luon — uolly -

o
|

Corollaire 3 On se place sous les hypéses du thoreme 9 et on suppose qu'il existe urecgteur
défini comme en (100). On suppose de plus que la solution &galarite 07 u(t) € H**'(Q) pour
s=0,1,2, et queu; € H*1(Q). Alors on a les estimations d’erreur suivantes:

(@) NO(u —un)|g (t) < C(llur = wnllg + lluo — uonlly +

¢
k41 2
+h (|U1|k;+1 + [Orulp 4 +/0 ‘attu‘k_H (5)d3>)

(106)
C ([lur — urnll g + lluo — wonlly +

IN

(2)  llu = unlly (2)

t
k 2
+h (h u]pyq + |y + h/o ‘@tu’kﬂ (s)ds))

Démonstration: On regroupe le différents résultats précédents: sidblpme adjoint est régulier on
a l'estimation (102) qui relie les normés aux normed/. En utilisant la regularit¢gZ*+! on a :

(1 — Ph)aquv < Ch |8fu|k+1

on en déduit facilement le résultat en injectant dangiitestion (104). B

5.3 La méthode destlements finis.
5.3.1 Quelques rappels

La méthode des éléments finis est une méthode paereytiour construire I'espace d’approximation
V. Nous ne considérons ici que I'approximation a l'aidel@ents finis de Lagrange, pour lesquels
les fonctions de base sont définies par leurs valeurs auxdso@ existe d’autres types d’élements
finis, par exemple ceux de Hermitte pour lesquels les désvdes fonctions de base interviennent
également). Nous la présentons dans le cas général @ageillustrations en 2D) avant de voir son
application au cas 1D.

On introduit un maillage du domain@ (ou triangulation7;), c’est a dire une patrtition e
poly&dres (triangles, rectangles.Q) = U-, K; tels que

o VI, Io('ﬁé@

e KiINKy =10, si £

e Toute face d’un élement est soit la face d’un autre eldme
soit une face portée par le bord
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Un élément fini de Lagrange d’ordre est la donnée d’un triplgti, >, P) ou

e K estunfermé borné
e ¥ estunensemble devy points (MX),_;,, € K appeles Degrés de Liberté
e P estun espace vectoriel de polyndmes définisiSutel que
P > PF(K) ettel que 3ng fonctions de base telles que
(M) = by, Vi, j =1,y

A chaqueK; on associe un élement fidi; = (K;,%;, P,), on noten; = cardY; et 7! les
fonctions de base locales. On définit I'espace d’approtiangar
Vh = {Uh S Co(ﬁ), ’Uh/Kl S Pl, VKZ S ZL}
Les fonctions de base globales sont alors définies par:

7}, si I estun DL dek;

or = numeéroté dans la numérotation locale
0  sinon

Exemple 1 : Element fini P! en 1D Q = [- M, +M] = U K|

K =[0,1]
> =1{0,1}
P=P!={p(x)=azx+b, (a,b)€R?*}, dmP =2

=z ; n=1—=x

Tl T2 ¢|
>< . A .
0 K 1 -1 I +1

M K K

M 1 2 | I+1

Figure 14: Gauche: Fonctions de base locales sur I'éléatemnéference. Droite: Fonction de base
globale associée au noeud |

Exemple 2 : Element fini P2 en 1D Q = [- M, +M] = UK

K =10,1]

> ={0,1/2,1}

P=P!={px)=ar?+bx+ec, (a,bc)e R}, dmP=3
nm=01-z)(1-22) ; m=x(1-2x) ; 73 =4z(1—2)
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Exemple 3 : Eléement fini P! en 2D Q = U, K;

K=T

¥ = {My, My, M3}

P=PYT) = {p(z,y) =ax+by+c, (a,bc)€R?}, dmP =3
n=l-zs—-y; n=c; m=y

N, KRS

Exercice 14 Décrire I'élement finiQ! en 2D.

En pratique pour générer une famille d'élements finisdéfinit un élément fini de Lagrange de
reference(K, P, ) et on construit

K = Fr(K), P:{p:KHR;poFKEP\}, S = Fg (D)

ou Fx est une bijection affine, ce qui définit bien un élément di@iLagrange. La transformation
étant affine, tout € K peut s'écrire:

= Fi (%) = BxZ + by

ou By est une matrice inversible &k un vecteur de R (n= dimension de I'espace). On supposera
quedet(Bg) > 0. A toute fonctionv définie surk’, on associe une fonction définie skit notées,
définie par:

5(z) =v(z), Vi€ K <= v="100 Fi'

On peut en particulier passer d’'une intégrale Kux une intégrale SUK par la formule de changement
de variable:

(107) /K v(@)dz = det(Bx) /}A{ 0(@)dz
qui montre (en prenant = 1) que

~ mes(K)
(108) det(Bg) = 7m€8(?)

On introduit les caractéristiques géométriques suasin
h k= diameétre d&k = max de la distance euclidienne entre 2 pointddde
pr=rondeur dek = diamétre maximum des sphéres (cercles) contenuesians
maxihy. On supposera que il existe une constante 1 telle que

et on poseh =

h
(109) Vh, VK € Ty, p—K <o, VK
K

ce qui revient a dire que les éléments ne sont pas trogagpl
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Opérateur d’interpolation de Lagrange. Si on utilise des élements finis de Lagrange, les degrés
de liberté sont les noeuoijK)j:l,nK et on définit 'opérateur d’interpolation local par:

nK
Igv = Z ’U(MjK)TjK
j=1

pour toute fonctiorv définie surkK. On suppose que
PH(K)c P c H*Y(K)

On aalors le

—_ o~

Théoréme 10l existe une constanté€' qui ne dpend que de&lements fini deé@ference(k, P, 3)
telle que pour toutn, 0 < m < k+1

hk:-l—l
(110) V’UEHIH—I(K), |U—HK’U|m7K SC;—%|U|,€H’K

Application. En utilisant I'nypothése (109), on voit que I'opératetintérpolation vérifie: pour tout
v € H(K),

(1) [Hrv—vll; g < Ch* [0lgs1
(111)

(i) |Tgv =l < CRF ol g

On introduit I'opérateur d’interpolation global,,:

(112) ve Q) — v € L*(Q), tel queVK € T, v x = Hgv
donc, pourw € C°(Q2) ona

N
(113) IMyv = Z v(Mp)wy

=

En particulier siv € H**+1(Q), aveck > 1, alors (injections de Sobolev,si > n/2 alors H™(Q) C
C°(Q)) on av € C°(Q) et on peut définir 'opérateur d’interpolation.
On déduit du theéoreme 10 I'erreur globale d'interpaati

1/2
2
|7) - Hhv‘m,Q = (Z |7) - Hhv|m,K>

K

Il existe une constant€ telle que pour toutn, 0 <m < k+1

(114) Yo e HH(Q), |v— v, o < ChFHE=m |, 1.0

5.3.2 Applicationa I'approximation de I’ équation des ondes 1D.

On reprend notre probleme approché et on va considéeapproximation a I'aide d’éléments finis
P!'. OnposeAr = L/(N + 1), z; = jAz pourj = 0,..., N + 1. L'espaceV}, est donc défini par:

Vi, = {vh € CU0, L), a0,y € PY, Vi =0, N, v3(0) = vy(L) = o}
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Une base dé/, est définie par les fonctions “chapeauy; € V), telles quep;(z;) = d;;. En
particulier on peut vérifier que toute fonctian, € V), se décompose sur cette base de la fagon
suivante:

N
vp = > va(x5);
7j=1

Exercice 15 1- Montrer (sans calcul) que les matrices de masse et deitégabtenues partir de
la méthode deglements finis?! sont tridiagonales.

2- Expliciter ces matrices en milieu homeoge et comparer le séma ainsi obtenu avec le sna
aux diferences finiegtudié au chapitre pecedent. Commenter.

3- On se place en milieudterogene et on suppose queet i, sont constantes par morceaux:

p(T) = piy1/2 SUr|ws, @ip]
p(T) = pig1/o SUMTy, 21|

Montrer que le scma sécrit cette fois sous la forme

Pit1/2 d?Uipr 1 d?U;  pic1y2 d*Ui—y
6 az T3WPmetenpe) gm T e
1
+ﬁ(—ﬂz‘—1/2Ui—1 + (Mz‘—l/Q + Mz‘+1/2)Uz‘ - Hz‘+1/2Uz‘+1) =0

5.3.3 Analyse de dispersion

En homogene le schénfd semi-discrétisé s’écrit:

d? 2 1 1
ﬁ(ﬁU’ + EUifl + EUiJrl) —

La relation de dispersion s’écrit :

62 Ui+1 — 2Ui + Uz;l

h2 =0

soit;

ce gqui donne comme rapport des vitesses (dvee kh)

W 2V/3 sin%

apr = 7—
ke K 3—251n2%

a comparer avec celui obtenu pour les differences finies:
. K
= — SIn —
4dDF I 5

On remarque que la vitesse numérique pour le schBfmapproche la vitesse par le haut alors que
celle du schéma aux differences finies I'approche parde ba

1
qpr =1+ ﬂKQ + O(K*%)

1
=1- —K? K*
qdDF s+ O(K")
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Courbes de dispersion pour les schemas semi-discretises P1

1.2 —

- ~

///
— .
sans condensation
_~

1.1 ) //

Figure 15: Comparaison des courbes de dispersion avecstsadensation

5.4 Discretisation totale - Formules de quadrature, condensation denasse

Pour la discrétisation en temps, on utilise utilise unéédince finie centrée d'ordre 2, exactement
comme pour le schéma aux differences finies. Le problgupecahé consiste donc a trouve€} € V},
tel que

(u$+4’—»2u2-+-u271
(115) At?

u?, etuj donnés dan¥,

avh)P + a(u;zlvvh) = 0) V’l}h € Vh

On peut par exemple démarrer le schéma avec:

U?L = uO,h
(116) A2

(up,vn)p = (UopyVn)p — Ta(uo,h,vh) + At(uin, vh)p, Yo € V)

ce qui peut s'écrire matriciellement:

UnJrl —2U™ + Unfl
M KU"=0
INE + KU

U9 = Uy
MU' = MU, — 22 KUy + AtMU,

(117)

Le schéma ainsi obtenu n’est pas explicite: pour calduler!, on doit inverser la matrice de masse
M tridiagonale symeétrique:

Ut = MY (—-AKU™ 420" — U™
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On peut cependant approchél par une matrice diagonale, en utilisant la formule de quacdsa

fla) + f(b)

b
(118) /a f(x)dr ~ (b—a) 5

sans perdre de j@cision sur le scima

Exercice 16 1- Calculer la matrice de masse appréehobtenue en utilisant la formule de quadra-
ture (118) etecrire le sci@ma correspondant.

3- Appliquer ce esultat au cas homeéme et comparer le nouveau gcha obtenu avec le setna aux
difféerences finies.

5.5 Stabilite par techniques dénergie (milieux hetérogenes)

En milieu hétérogene la méthode qui passe par Fouripeoeplus s'appliquer. Par contre, on peut de
la méme facon que ce qu’on avait fait $16 obtenir une estimation d’énergie. Le cadre variat@nn
est en fait le plus adapté, puisqu’on travaille dans leaesp liés a I'énergie. On va l'appliquer a
n'importe quel schéma de la forme:

n+1 _ n n—1
MU 20" +U

A +KU"=0

n+1 _ Unfl
En multipliant scalairement cette équation par2T on obtient I'egalité

2 2
+ (KUn_l, Un)

M

Un — Unfl

Un+1 —_yun
At

At

+ (KU™, U™t = H

M

oul||. ||?w est la norme associée a la matrite c’'est a dirq|U||?w = (MU, U). On adonc une quantité

qui se conserve:
2

+ (KU”, Un+1)

n+1 _ 17
(119) e _ Hu

At

M
Lemme 10 La quantié definie par (119) se conserve:

En+1/2 — En—1/2 — E1/2, VTL
En utilisant I'identité
1 1
(KU,V) = Z(K(U+V),U+V) - Z(K(U—V),U—V)

on peut réécrire cette quantité sous la forme:

Un—|—1 —_yun Un+1 —_yun Un + Un+1 Un + Un—|—1
En+1/2 — K
M At At * 2 ’ 2
avec A 9

Si M est définie positive, cette quantité définit bien uner@ieeet on a stabilité (pour des Conditions
Initiales bien choisies). Cette condition est une conditle type CFL et peut encore s’écrire sous la
forme:

61



A2 (KV.V)
CFL su ’ <1
(CFL) TGV Y)
Ou encore 5
(120) At sup a(vn, vn) <1

4 vp #0 (vha vh)p

On reconnait le quotient de Rayleigh:

a(vp,vp)

R{vn) = (vn Uh)p

Chercher le sup de ce quotient revient a trouver le max desirgpropres du probleme
Trouveruy, ety tels quea(un, v) = Ap(un,vp),

ou encore du probleme matriciel
KU =\ MU

Remarque 7 On sait ja que ces valeurs propres sont strictement positives peikegumatriceds
et M sont cefinies positives.

Remarque 8 Les matrices\/ et K sont de la forme:
1
K= EKO ouKy=0(l); M=hMy, ouMy=0(1)

La condition CFL revient dona chercher les valeurs propreg, de MglKo et peut se &ecrire sous
la forme

At?
(121)

o M ], < 1

Lemme 11 Le sclema variationnel 7?) est stable si les para@tres de disd@tisation erifient la
condition (CFL) (ou encore la condition (121).

Condition suffisante pour le sclema avec condensation, en milieudterogene La condition (CFL)
gu’on vient d’écrire parait un peu abstraite... En pragigpour le schéma avec condensation, la
condition de stabilité est I'extension naturelle de celiéenue en milieu homogéne:

Lemme 12

Le sclemaP! avec condensation est stable sous la condition
*At

(122) < <1

ou ¢* représente la vitesse maximum des ondes qui se propagent daitiele Rlus pieciement:

etal pj = (tj—1/2 + pjq1/2)/2 €tp; = (pj_1/2 + Pjt1/2)/2-
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Démonstration:
On ne montre que le caractére suffisant de cette conditiest facile de montrer que

1
(123) (KUU) =+ > 12 1Uje1 = Uy
J

En effet, on a

(KU,U)=+>" (_,ujfl/QUjflUj + (tj—1/2 + pjs12)U; — Nj+1/2Uj+1Uj)

J

SIS

1
) (Z 1j-1/2U(Uj = Uj-1) + D s oUs (U = Uj+1))
J j

d’ou I'expression (123). D'autre part, pour le schémacasendensation, on a

(124) (MU, U) = Y B 2
J
=p;

Ce qui montre que

2
ZH'H/z \Uj+1 - Uj|
o A RVV) AT ’
efl = —— =
=4 v Mvy) — an? ;051U

En utilisant quga — b)? < 2(a? + b?), on peut majorer cette quantitée par
22#j+1/2(\Uj+1|2+|Uj\2) 4ZMj‘Uj\2

A2 G S A2 T

71 < <— =3

T an? >, i U512 4h? 5 p; UG

C

OU p1j = (pj—1/2 + Hj11/2)/2- Maintenant, si on pose

2 Ky *\ 2
c; == < ()
J Pj
on voit que

> pici U4

At? 7 (c*)?At?

> pi 1Uj]

Par conséquent si on impose qiié\t/h < 1 la condition (CFL) sera bien satisfaitell

C

Application en milieu homogene et sur maillage uniforme En se plagant dans un milieu ho-
mogene, et en calculant les valeurs propres, on peut aiesirdiner les conditions CFL des schémas
(et retrouver la CFL du schéma aux differences finies):

Lemme 13
e Le sctemaP! sans condensation est stable sous la condition

(125) la] < ?

e Le sctemaP! avec condensation est stable sous la condition
(126) la] <1
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Pour le schéma avec condensation, qui est identique amschux differences finies en milieu ho-
mogene, on retrouve la CFL qu’on avait déja vue. La caoowlitle stabilité est plus contraignante pour
le schéma sans condensation. Notons que ces conditiormnhgue suffisantes, ce sont en fait les
CFL du probleme posé en domaine infini.

Démonstration: on indique uniquement la démonstration du premier poiatjtite étant similaire.
Rappelons que en milieu homogéne on a

2 1 1
(MU)Z = ph(gUZ + EUifl + 6U¢+1)
(KU); = —%(UZ‘H —2U; + U;—1)

Le probleme aux valeurs propréSU = AMU revient donc a trouvek etU # 0 tels que
o Uit1 —2Ui + Uiy
Up=Uns1=0

2 1 1
= )\(gUi + éUi—l + EUZ*+1)

Posons
B \R?
)
le schéma devient:
(1 + V)UiJrl + 2(21/ - 1)UZ' + (1 + I/)Uifl =0

On cherche la solution sous la forme ' '
U; = Ar] + Br}

et on est ramené a chercher les racines du polynome edsdicflie
A+v)yr?+220—1)r+14v=0

Ces deux racines vérifient aussi:

2(2v — 1)

rrg =1, etr; +ry=— 1+v

Les conditions aux limites imposent alors pour avoir un@tsah non nulle que
B=-A#0, etr{V"'l:réVH

Sion cherche; = pie*! etry = pre??2, on doit donc avoir

pret(NH1) — o ciza(N+1)
p1p2€i(zl+z2) =1
. , 2(2v — 1)
121 2
pre~t + pae 10
Les deux premiéres relations donnent finalement
= mr mmh ry = eimm/(N+D)
N +1 L’
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et comme fonctions propres:
(UH™ = 2iAsin(mnj/(N +1)), m=1,N

Les valeurs propres sont alors données par la troisieragae

. ’ 22v — 1
plezz1 +p26222 — (1_1_1/ )
soit: )
— COSs 21
(1+v)2cosz; =2( v) = v Cyp——
c'est a dire
1 m
\ 6¢c2 6¢c2 COSN+1
m = —Vm =
h2 h2 2 mT
—i—cosN+1
La fonction .
—x
el-1,1
v [ ] - 24+ x

est strictement décroissante: le max est donc obtenu pgqlus$ petite valeur duos c’est a dire pour
m = N et cette valeur est strictement inférieure a celle olggmurz = —1 c’est a dire2:

s
1 — cos
6c2 12¢2
max/\m:/\N:h—CQ N—;l< hg
2
+ cos N1
Donc la condition CFL est vérifiee si
1 N
At 621 T PN )
4 h2 2 Nr <
COS
N+1
qui est a fortiori vérifiee si on demande
At? 1262 V3eAt
— <1 <= <1
4  h? h
En fait la condition exacte s'écrit:
h h
32A2 (1 —cosm(l — Z)) _ 32A2 (1 + coswz)
2h2 h 2h2

(2+cosm(l— Z))

20 (14 T4 + O(hb))
32 At? 72h?

La condition donnée en (125) est donc une approximatioradeHL exacte a I'ordre 2. C’est la
condition CFL lorsqu’on se trouve sur un domaine infini (omsefini, faire L — +o0).
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5.5.1 Analyse de dispersion et de stabiftdes deux scemas en milieu homogne et avec mail-
lage uniforme

Relation de dispersion. Pour le schéma avec condensation, on va retrouver I'éfieddispersion
faite pour le schéma aux DF puisque ces deux schémas deiricdn milieu homogene. La relation
de dispersion est donc:

1n
At? 2 h? 2
Le schemaP! sans condensation s’écrit en milieu homogéne:

n+1 n—1 n+l n n—1
2 Ui — 2U? =+ U,L* 1 ui+1 2ui+1 + ui+1

3 At? 6 At?
Tul ™t —2ul | +ul) mo—2ul 4 ul
- -1 i—1 1—1 — C2 uz+1 U; Ui
6 At? h?

d’'ou la relation de dispersion:

(g + L —ikn 1e""3h) WAt _ 9 4 emiwAt  cikh _ 9 | —ikh

376 6 AL - ¢ 12
soit
4 o wAt  4c® | L kh 1
At T Tty 2 . . kh
1 — —sin ?

Stabilité. On retrouve la condition de stabilité du schéfg en exprimant que pour toéton doit
avoirw(k) € R, i.e.

<1, Vk

F' est une fonction strictement croissante
0< F(z) < F(1) = 302

Par conséquent la CFL s'écrit:

3
3a2§1<:>\a|§%

Courbes de dispersion. On rappelle que pour le schéma aux differences finies, ait: g = kh,
G = K/(2m)),

K 1
Ior = — arcsin (o sin 5) = arcsin(a sin 7G)

_ _i 2 2 4
= 1- 5 (1-a’)K> + O(KY)
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La condition de stabilité imposait de prendre< 1, la meilleure courbe de dispersion étant obtenue
poura = 1 pour laquelle le schéma est exact.
Pour le schem#' sans condensation, on a :

sin —
2

1—§sin

gpr = —=arcsin |«

aK 2 K
2

1
= 1+ ﬂ(l + a?)K? + O(K*)
Comme pour le schéma semi-discrétisé on remarque quitelssg est approchée par le haut alors
gu’elle I'était par le bas pour le schéma aux differerfogigs. D’autre part on voit sur le développement
de Taylor que plus est grand, plus la vitesse numérique s’éloigne de lasdtesntinue. La meilleure
valeur est donc obtenue poar= 0, pour laquelle on a :

2 sin —

N _ 2
api{a=0) = Ny
3 2

qui est different del. La meilleure courbe obtenue poit est donc moins bonne que la meilleure
obtenue avec les differences finies.

Courbes de dispersion pour les schemas discretises P1

1.7

1.6+

1.5

1.41 alpha=alpha_|

Figure 16: Courbes de dispersion du schema totalemenedge sans condensation, peuvariant
de 0av/3/3 (o = 0,0.25,0.4,/3/3).
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Courbes de dispersion pour les schemas discretises P1

Figure 17: Comparaison des courbes de dispersion du sctotahement discrétisé avec et sans con-
densation.
5.6 Convergence du sobma totalement disciétisé

On indique les étapes pour un probleme assez général :
Le probleme continu:

Trouveru € HY(0,T; H) N L*(0,T; V)

d2

@(u,v) + a(u,v) =0, YveV
(P)

u(0) = ug

du

0 =u

On suppose que(., .) est coercive suv'.
Application: V = H}, H = L?

(u,v) = / puvdz; al(u,v) = / uVu.Vodr
Q Q
Approximation par diff érences finies en temps et Galerkin en espace:

Trouveruy € Vj,

+1 1
(UZ — 2up +up
At?

0 _

,Uh) + a(uz,vh) =0, Yo, € Vp,
(Pn)

At?
(up,,vn) = (uon, vn) — Ta(uomvh) + At(uip, vn), VYo € Vi
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ou ugy et uy, sont des approximations de) et u;. On suppose que est tres réguliere (c'est
I'estimation d’erreur qui nous indiquera la regularitécessaire qu’on doit supposer) et quec V
etu; € V. On poser™ = u(t").
La difference entre le probleme vérifié par la solutiomete (P) et le probleme approch@,)
donne un schéma vérifié par I'erreur
n __ —n
€h = uh — U

entl —2en 4 ent
(-h h ™ "h ) +a(el,vp) = (e, u,), Yo, €V

(127) At?
e%zu%—ﬂ%, e}Z :u}L—H}L
ou 2 +1 1
—n ) —m—
g”:@(t”)—uh — 2uy +uy
b o2 A2

Lidée c’est d'obtenir une estimation de l'erreur en fdoot de ¢}, qui est “petit” (de I'ordre de
At?), ce qui permettra de montrer la convergence (et I'ordrpplaximation). L'erreue’ représente
n+1 n—1
. . .. e - . .
une erreur de troncature. Si on pouvait choisjr= — h__ dans (127), on obtiendrait une
estimation d’énergie sur l'erreur et ce serait fini... Megsn’est pas possible caf ¢ V;,. Comme
pour le probleme semi-discrétisé, on introduit la petin elliptiquew; = P,a" € V}, (cf (96)), et
on décompose l'erreur sous la forme:

ey = uy —wy +wy, —u"

——— ——
5Z€Vh —TZ

On remarque que maintenaijt = v}, — P,u" est bien dan¥}, etr; = @" — P,u" représente l'erreur
de projection elliptique qui est “petite”. On réécrit leopleme (127) sous la forme:

St — 200 + 55" e s

(Rt on) + al8f vn) = (& on) + (Pt ) + alrf o), Vor € Vi
e(,)Z :ug—ﬂg, e}l :u}l—ﬂ}l
Par définition de la projection elliptique, on a
a(ry,vp) =0, Yo, € V,

ce qui permet finalement de réécrire le probleme sousrtado

ol _ogn 4 gnt PRl _gpn 4ol
h h h ,’Uh) + a(ézvvh) = (€Z>Uh) + ( b g .

avh)v vvh € Vh

(1 )( At? At?
e% :ug—ﬁg, e}l :u}l—ﬂ}l
n+l _ en—1
En choisissant;, = -~——" on obtient:
2A¢
+1/2 n—1/2 n+1 n—1 1 n—1 en+1 n—1
E} - B, (e Sptt — oy )+ ('r,’LH' —2rn 4ttt — 6 )
At CEEDYN At2 YN
avec )
+1 n
+1/2 o 1 52 - 5h 1 1
B = S B Saap, o)

A partir de 13, les étapes sont les suivantes;
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1. On suppose la condition CFL:

At?
(129) o = B g alvnn)
4 v EVY thH

Sous cette condition on montre que
2

(130) EZH/Q > m

2. A partir de l'identité d’énergie:

gtz prel2 ptt _gpn g el ot gt

L b < (fler] + || ) | .

At At 2At
=Un
or en utilisant Cauchy-Schwartz et (130) on a

1 —1 1 n n -1

St — oy 1 Sptt — g 11165 — oy
2A¢t - 2 At 2 At

1

W%f\/m

IN

ce qui implique que

n+1/2 n—1/2 \/5 n+1/2 n—1/2

e R BT T < st V(T )

2\/

- V2
En+1/2< E" 1/2+At
— VB <V frovi-o?

d’'ou finalement: /5
2 n
131 By <\ B a2 Y
( ) \/ h —\/ h 9 /71_a2m:1ﬂm

D’apres la défnition de.,,, le terme de droite contient deux erreurs 'erreur de tadue
—27‘h +rp !
At?

m
"h

AtY 0 |lept]| et 'erreur de projection elliptiquet >0 gue nous esti-

mons dans les deux prochains points.

3. Erreur de troncature . Sous I'hypothése que € C*(0,T; L?) on montre que
4

(132) At Z lem || < Ctm AL sup g—“( )

m=1

4. Erreur de projection elliptique. On rappelle que; = u" — P,u". On montre que Si €
C*0,T;V),ona

n

Atz

(133)

m+1 m m—1
T, =2+,

At?

o'
ott

d%u

W + At?

(I = Pn)—5(s) (I = Pn)—5(s)

< Ct" (sup
(0,T]
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5. Conclusion. En regroupant tous ces résultats, on obtient finalement:

ctm 0*u
gt o Sl A2 J'u
\/ h = \/ h Vi-a? [50171711)] 9 (s)
(134)

Si on utilise par exemple des élements fiRis on rappelle que si € H? on a

d%u

o*u
o)

+ sup [|(I — Pp) + At? (I — Ph)w(s)

[0,7]

)

I(Z = Pu)olly = O(h), (I = Pu)v]l2 = O(h?)

donc en supposant qu&u € H? etd}u € H?, on obtient une erreur d’'ordre 2 (a condition
quey/ E}Z/Q soit d'ordre 2, c’est a dire I'erreur sur les conditiondtialies).
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6 Analyse de dispersion et de stabilé de sclegmas en 2D

6.1 Formulation variationnelle

On considere I'équation des ondes en milieu hétéregisée dans un domaifieC R?
82
pa—t?; —div(pVu) =f£, dans()

(135) u(x,y,0) = uo(z,y), Owulz,y,0) = ui(z,y)
u(z,y,t) =0 suroQ

On fait les mémes hypothéses (87) sur les coefficientsrdesiconditions initiales que en 1D (en
remplacante par(x,y) et (0, L) par(2). On pose

V =H}Q), H=L*Q)

La formulation variationnelle de ce probleme s'écrit:

d2
a56) @(u(t),v)p—i—/QMVu(t).Vvda::/vada:, YveV
u(0) = ug ; %(O) =

6.2 Approximation par diff érences finies

Le schema. On peut vérifier que le schéma aux differences finies éestd’ordre 2 est équivalent
a utiliser le schema#'! avec condensation, en utilisant comme formule de quadratur

K 3
[REEES D WIS

ou S; sont les sommets du triangle. Le schéma s’écrit alors, ikeunhomogéne:

n+1 n n—1 2
1) 1] () n n n n n n

et sa relation de dispersion s’écrit:

4 S wAt 4

——sin = — (sin? Gl
At? 2 h?

k
.2
(sin 5

h
+ sin %)

Stabilité. Le schéma est stable'§fk,, k), la solutionw est réelle i.e., sV (k,, k)
0 < a?(sin® kol + sin? M) <1
2 2
Or
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et pourk, = k, = m/h, sin> kzh 4 sin? ¥ — 2 donc
kzh kyh kxh kyh
min sin? % + sin? % =0, et max sin? % + sin? % =2

La condition de stabilité s’'écrit donc:

2
2a2<1<:>|a|<§

Vitesse de phase num@rique. La relation de dispersion donn€k,, k., «). On introduitf I'angle
d’incidence et on exprime la vitesse de phase en fonctioi de |k|h avec|k| = /k2 + k2 et de
0 = arctan(k, /k;) (i.e.,k = |k|(cos 0, sin 0)).

o K cosf + gin? Ks2in9)1/2)

2
V(a, K, 0) = = arcsin(a(sin 5

akK
La vitesse numérique dépend de I'anglee qui montre que le schéma introduit une anisotropie
numeérigue. On peut faire un développement de Taylor:

K? 1
V(OK,K,H) = C <1 — ﬂ(l — Oé2 — 5 Sin2 29) + O(K4)>
ce qui montre qu’on a une approximation d’ordre 2 de la vide€ontrairement au cas 1D, le schéma
n'est plus exact pousx = 1 (ou pour toute autre valeur de, cf aussi exercice ? sur I'erreur de
troncature en 2D). Pouk” assez petit, on voit que la vitesse est approchée par léfas K, 6) < c).

2 . ey . .
Poura = % (valeur maximale pour stabilité) 8t= 7 /4, on obtient la vitesse exacte

V2

V(@:T

K, 0 =m/4) =c¢

ce qui montre que, pour cette valeurdée schéma est exact dans les directiosn diagonales. &Pour
fixé, la dispersion décroit pout variant de0 a /4, ce qui confirme que I'erreur est plus mauvaise
dans les directions du maillage et est meilleure dans lestibins diagonales. On représente:

e les courbes de dispersion: sur chaque figure, on fixe I'anglprdpagatior® (de 0 ar/4), et on
repésente les courbes de dispersion obtenues pourediféar valeurs du parametre

(07

’)/:

Omax

iCl Qpar = @ Les courbes sont tracées en fonctiontle- K/(27), i.e.,

1
ar(.G,0) = G arcsin(a(sin? 7G cos @ + sin® 7G sin 9)1/2)
QT
« les courbes d’anisotropie: on fixe= ———, et on représente la vitesse de phase numérique en

(6%
fonction de#f, pour differentes valeurs de:axl/G, le nombre de points par longueur d'ondes. On
représente ces courbes pour = 0,0.5,1 et pourN = 2, 3,4, 5,10, 20, 100.
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schema DF en 2D, teta=0

0.951 gamma=1

0.9+

0.854

0.8+

0.751 gamma=0
0.7+

0.65+

schema DF en 2D, teta=pi/8

gamma=1

0.95+

0.9

0.85

gamma=0

0.84

0.75+

Figure 18: Courbes de dispersion du schéma totalemenédise 2D Différences finies) = 0 et

T
o="_.
8
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schema DF en 2D, teta=pi/6
14
0.95-
0.9
0.854 gamma=0
0.8+
T T T T 1
0 0.1 0.2 G 0.3 0.4 0.5
schema DF en 2D, teta=pi/4
1 ——
T~ gamma=1
0.95-
0.9
gamma=0
0.85-
T T T T 1
0 0.1 0.2 G 0.3 0.4 0.5

Figure 19: Courbes de dispersion du schéma totalementéts 2D Différences finies, = % et

7T
G—Z.
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Diff Finies 2D, Gamma = 1, N varie de 2 a 100

Diff Finies 2D, Gamma = 0.5, N varie de 2 a 100
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Diff Finies 2D, Gamma = 0., N varie de 2 a 100

Figure 20: Courbes d'anisotropie du schéma totalementétisé 2D Differences finies.

6.3 Approximation par élements finisQ!

Le schema. On suppose de nouveau qu'on fait de la condensation de nassailisant comme
formule de quadrature:

[ rne=Ely g5,
r)dr = — ;
K 4 3 Z
ou S; sont les sommets de I'élément. Le schéma s’écrit arsnilieu homogene:

n+1 n n—1 2
< Z; 4 — g (Wi Uy T gt
At 3h

n n n n n n
et sa relation de dispersion s'écrit:

4 At 2
Az sin? wT = %(8 —2cos kgzh —2cos k;h — 2 cos(ky + ky)h — 2 cos(ky — k2 )h)

Stabilité. Le schéma est stable${k,, k,), la solutionw est réelle i.e., s¥'(k, k)

Q
[N

0<

1 (8 — 2cos kyh — 2cos k,h — 2cos(ky, + k. )h — 2cos(k, — k,)h) < 1

\)

Posons:

2
F(kg, k) = %(8 — 2cos kyzh —2cos kyh — 2cos(ky + kz)h — 2 cos(ky — k2 )h)

Lemme 14 Ona:
min F(kg, k.) =0, et max F(ky, k) = o?
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On en déduit aussitot le
Théoréme 11 Le sclema@’ est stable sous la condition CRk| < 1.

Dém du lemme:¢a vient de l'identité:

cos(ky + k. )h + cos(k, — k.)h = 2 cos kyh cos k,h

d'ou )
Fllg, k) = %(9 — (14 2cos kph)(1 + 2cos ko))
orona
—1<1+2cosk,h<3
d'ou

—3< (1+2coskzh)(1+ 2cosk,h) <9

ce qui montre que

| Q
o

0 < F(kz, k) < —=(9+3) =a?

1
D’autre partF'(0,0) = 0 donc le min est atteint &f

\)

0,7/h) = o donc le max est atteint®

—

Vitesse de phase nur@rique. La relation de dispersion donne

2
w(ky, k., ) = AL arcsin \/ F'(ky, k)

On introduit comme précedemmehitangle d'incidence et on exprime la vitesse de phase ertifamc
de K = |k|h avec|k| = /k2 + k2 et def = arctan(k, /k,) (i.e.,k = |k|(cos 0, sin h)).

P
V(e K,0) = —IC( arcsin / F(a, K, 0)
(6%

2
F(a,K,0) = %(9 — (1 +2cos(K cosf))(1+2cos(K sinb))

avec

La vitesse numérique dépend de I'anglee qui montre que le schéma introduit de nouveau une
anisotropie numeérique. On peut faire un développemeragéor:

2

V(a,K,0) =c (1 — [2{—4(1 —a? + %sinQ 20) + O(K4)>

ce qui montre qu’on a une approximation d’ordre 2 de la vée$ourK assez petit, on voit que la
vitesse est approchée par le baskcara® + £ sin?20) > 1 —a? > 0 (V(a, K, 0) < c). Poura = 1,
(valeur maximale pour stabilité) ét= 0, on obtient la vitesse exacte

Vie=1,K,0=0)=c

ce qui montre que, pour cette valeur@ée schéma est exact dans les directions du maillage. &our
fixe, la fonctiond € [0, /4] — 1 —a? + % sin? 20 est une fonction croissante ce qui montre que la
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dispersion augmente avec I'angldait entre la direction de propagation et les directions diillage.
Ceci confirme que I'erreur est plus mauvaise dans les dimestiliagonales et est meilleure dans les
directions du maillage. On représente:

e les courbes de dispersion: sur chaque figure, on fixe I'anglprdpagatiord (de 0 ar/4), et on
repésente les courbes de dispersion obtenues pouredifées valeurs du parametre

(07

’)/:

Umax

iCi aumaz = 1. Les courbes sont tracées en fonction®le- K/(2).

schema Q1 en 2D, teta=0

\\ gamma=1
0.954

0.9
0.854
0.84 gamma=0
0.754
0.7

0.657

schema Q1 en 2D, teta=Pi/8

0.9

0.8 gamma=0

0.74

0.6+

Figure 21: Courbes de dispersion du schéma totalemenétse 2D -Q', 0 = 0 et = g

79



schema Q1 en 2D, teta=Pi/6

schema Q1 en 2D, teta=Pi/4

0.9

0.84

gamma=0

0.7

0.6+

Figure 22: Courbes de dispersion du schéma totalementéts 2D Différences finies, = % et

7T
Q—Z.
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N varie de 2 a 100

Q1-2D, Gamma=1,
%

T T
05 0 05
—05-




Q1 - 2D, Gamma = 0, N varie de 2 a 100

Figure 23: Courbes d’anisotropie du schéma totalementétisé 2DQ'!

Annexe

A Quelques corrigés

Corrig & de I'exercice 5
On démontre le lemme 1 par des intégrations par partiesades:

2 B Wil —w Wig —wp\
(Arin, ) :hZT(Uj+1—2Uj+uj—1)vj:_h622< St T ]>vj
J J

= —hc’ (Z oy -y L H@')

J J

2 Ujbl — Uy Ul T Uy
= —he (Z 12 Yj Z 12 Vj+1
J ]
_ —thZ Uj+1 — Uj Uj — Uj+1
- h h

J
Corrig & de I'exercice 6

e Les hypotheses (39) sont-ellesévifiées pour le choix (29) de conditions initiales?
Dans ce cas, les hypothéses sont satisfaites puisquetqubeiprojection orthogonale on a

[Thtall < Jlual

e Les hypotheses (39) sont-ellesévifiées pour le choix (28) de conditions initiales, en sup-
posant queug etu; sont dansC’(R) N HY(R) ?
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Faisons la demonstration pous € C°(R) N H!(R). On montre dans ce cas qug, converge
versu dansL?. Par conséquent, polr < h, assez petit, on peut majorgi ;, — ugl| - par
||luol| ;2 €t donc

luonllpz < lluon —uollp2 + lluoll L2 < 2 [uoll 2

Pour montrer que;, converge vers,, dansL?, on &crit:

Juon = uols = [ fuon(e) - uola) o
j+1/2
_ Z/ luo(z;) — uo(x)|dx
Tj—-1/2
+1/2 T
C S|
Tj—1/2
j+1/2 z
Z/ (Jf—fvj)/
j YTi-1/2 Tj
Z/$j+1/2 h
j Tj—-1/2 2

luo.n = woll 2 < Chlfug|

2
dx

/

2
uo(s)‘ dsdzx

IA

!

uo(s)}2 hds < Ch? Hué} ;

IN

On adonc

ce qui montre quey 5, converge vers, dansL?, a l'ordre 1.

On peut remarquer qu’on a été obligé de demander plusgidafité sur les conditions initiales.
En effet, les estimations (39) ne sont pas vérifiees lomsgapproche les conditions initiales par
les valeurs ponctuelles si ces conditions initiales sonleseent dand.? N C. Ce qui revient
a dire que pour une fonctiofi € L? N C° on ne peut pas avoir une estimation du type:

WY IF@)E < C [ I @)

Corrig & de I'exercice 7
Montrer que I'hypothese (41) est bien satisfaite pour Esxdchoix dev ;, donnés par (28) et (29).
On suppose que = cte, donc montrer quey, (uo,p, uo,n) < Ca(uo, uo) revient a montrer que

hz <c/

e Premier choix (28) On suppose que, € CY et

Uo,g+1 U, duo

up,j = uo(7;)

Ti+1/2 dug
UQ,j+1 — U0, = 7y (@)de
Tj—1/2 €L

On adonc

gu’on majore par Cauchy-Schwartz:

Tiv1/2 | dug |?

o (z)dx

o1 — uos|* < h

Tj—1/2

83



d’ol en sommant:
duo

Z|u0j+1 _UO,J| < h/

ce qui est le résultat attendu.

e Deuxieme choix (29)
1 $]'+h/2
ug,j = —/ uo(x)dz

x;—h/2
d’ou en faisant la difference:
1 $]'+h/2
UQ,j+1 — Uo,j = E (UO(I‘ + h) — uo(:v))dx
$j—h/2

|} (Cauchy-Schwarlz

9 1 a:j+h/2 9 $]'+h/2 9
wan —vs < gy [ S —uo@)P e [
i—h/2

~ h? x;—h/2
1 $]'+h/2 9

< - lug(x + h) — up(z)|” dx
h x;—h/2

|} (on somme / )]

Z UQ,j+1 — U0,j 2 < l/ ug(x + h) — ug(z) 2d$
r h ~hJR h
D’autre part
h duo
uo(x +h) —up(z) = | —(x +t)dt
o dx
hd 2
—s Jug(z + ) — uo(@)? < h/ i
o | dx
d’'ou
Z S tog vt dtda

Onfaitle changement de variable dans l'intégralecen = x+t¢. Lorsquer € Ret0 <t < h,

u parcourt R
dtd
<3 Jo ) [ ] = |

>

J

Uo,g+1 g, |2 duo duo

donc finalement

du
ap(uo p, uo,n) Zhh/ 0

E(u) du = a(ug,uo)

d
uo ’ 262/
R
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Corrig € de I'exercice 8 : convergence du séma semi-discétise.
1- La solution exacte vérifie

o2 (J:jvt) ¢ W(‘T]ﬁt)_o
ce qui, par définition d&;(¢), s’écrit aussi:
d*u; 0%u
dtgj (t) C2w(ﬂf]‘,t)
On en déduit:
2 (t) + (Apun);(t) =c @(%’»t) + (ApTn);(t)
0%u w(xir1,t) — 2u(x,t) +u(z;_1,t
262@(.%]',&— 2 ( Jj+1 ) (h2] ) ( Jj—1 )
= ¢;(t)

L'erreur de consistance, est d’ordre 2. Plus précisément, faisons un développénhe Taylor avec

reste integral:

_ _ ou h? 8%u h3 93u 1
uj+1(t) =1;(t) +h%(l’j7t) + 7@(%’%) 32 3(%7t) 3
ou h? 8%u h? 93 1

ce qui donne:

Wil — 205 +Tj1 _
h2

0u 1 (%1 9t (@41
@(%’J)Jrg /xj (& )hi

et on en déduit;

1 [+ [0ty |1 — &3 zj | 9%u |zj_1 —
sl <5 [ e n| e g [ |5
zj+1 | 9ty
< -
< Ch / T amten| e
L'erreur de consistance est donc majorée en nokfpar:
i+ | 9%y 2
len(®) —th <Ch32</ a1 &) 5)
j L=t
ou, |
<Ch3Zh/ gt d§<C’h4 a:c4()
L2

d'oll (46).
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2- En faisant la difference entre les systemes véerife@&sip et uy,, on montre que I'erreur de conver-
gence vérifie le systeme suivant:

26
dd t; + Apen =cn  (4)
(237) en(0) = o, — uon (i) (e5(0) = up(z;) — uoj)
%(0) =y —uyp  (400) (%(O) = ui(zj) — uiy)

Ici 'énergie ne se conserve pas car il y a la présence ditmé source, mais avec le méme principe
gue sans terme source il est facile de voir, en multipliaataéeement I'équation patey, /dt que:

dth dey, dey, dEy, dey,
( dt2 Aheh, dt ) ( dt ) = W - ( dt )
R,_/
2E1/2dEt/2 <llenll|| G || <Clenll 2,
dEl/Z
dt

t
— B0 -B0) <0 [l s)ds
ce qui est I'estimation (47) annoncée.

3 - Pour en déduire une estimation de I'erreur, on utiliggehtite:

t dey,

en(t) = en(0) + | dt ——(s)ds
qui implique:
de
len@ < len(o)l + | [ 2o
de 2 1/2
< llea(0)]] + (/R ( 0 dth (z, 5)ds> da;)
1/2
< n / s)dsd
len(0) ]| < R (fC s)ds 33)
1/2
< |len(0 H—I—< // deh (x sda:ds)
R
1/2
d
< |len(0)]] + < eh )ds)
Orona
dep, ||?

s 2
() <CEn(s) <c(<Eh<o>>1/2+ [l <v>dv)

<c (Eh(o) + (/0 lenl (v)dv>2> <cC <Eh(0) + (/Ot lenl (v)dv>2> C Ws<t
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d’ou en reportant dans l'inégalité précédente:

o\ \ 1/2
el < len0)+ (2 (004 [t ) )

< len )]+ CHELO)? +Ct [ len] (o)

Orona )
1
+ an(en(0), 4 (0))

den

Bw0) = 5[ G o)

T2

d’'ou le résultat (48) annonceé.
D’apres I'estimation sur I'erreur de consistance (46)aon

t t
/w%@mmgcﬂ/‘
0 0

Siles conditions initiales sont approchées par (28)téatkire par les valeurs ponctuelles, I'erreur
de convergence démarre de conditions initiales nulles:

*u

@( )
9zt Ozt

dv < Ch?
L2

L1(0,1;.2(R))

o deh o
et il reste:
t o
len®ll < Ct [ llenll (0)dv < Ot |5
0 TollLr 0,22 (R))

c'est a dire (49).

Corrig € de I'exercice 9.
1- Poura = 1, montrons que l'erreur de troncature est nulle. On sait queolution exacte s’écrit
sous la forme:
uw(z,t) = f(x +ct) + g(x — ct)
Poura = 1 (cAt = Ax), le schéma se réécrit:

+1 -1
ulTt = 2ul +uy B cQu;‘H —2uf +uj_4 0
At? Az?
= u}”’l —2u} + u?_l =uly g — 2u} +uj_,
= u}”’l + u?_l =ul g tuly
Pour la solution exacte, notom$ = u(z;,t"), on a:
Tt = (o™ + gz — ") + fag 4 ") + gl — ™)

= fG+n+Dh) +9((G—n—=1h)+ f((G +n—=1)h) +9((j —n+1)h)
= f((7+1)h+ncAt) + g((j + 1)h — ncAt)

+f((7 — Dh +ncAt) + g((j — 1)h — ncAt)
= W+
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La solution exacte vérifie donc le schéma de facon exactgicmontre que I'erreur de troncature est
nulle,e? = 0.

2- et 3- En 2D, on ne gagne plus d’ordrensi= 1 (en supposant quAx = Ay = h). On approche
I'équation

Pu 5,0%u  B*u

gz g T ) 0

par le schéma

n

2]71) -0

n+1 n—1
ui = 2u g B Q(u;ﬁrlj = 2w +u gy uig — 2wt

At? h? h?
Siug; = u(z;,y;,t") avecu solution exacte reguliere de I'équation continue,reer de troncature
est définie par

. 1
1]— )

=+l =n | 7n—1 =N =N | =N 7 =N | 77
U — 2uij + ;5 B CQ(uH_lj — 2uij +ul g U — 2uij +u

n ij
g At2 h2 h2

Pu\" 2 5 [ 0Mu " 4
= <W>j+IAt <w>+O(At)

% i

C —_
2 u\" " "
= = (At2 (8—;0 ) — (Aaf (8—;:> + Ay (8—;0 ) +O(A# + 1Y

On réutilise I'equation, qu’on dérivé?:

*u o*u o*u

0*u 5 02 Ou o Ou | O,
Ox?t 0x20y? oyt

o = ¢ @Au = A% = ¢

d’'ou en supposamhz = Ay = h, (et en oubliant les indices)

n 2 5 4 [ O'u otu o'u 5 o [0tu O 4 34
T <A ¢ <8$4 * 283:283/2 * oyt ch Oxt * oyt +O(AL 4 1)
ot 0*u

. . u . . .. L. . .
On voit que sic? At? = h? les termes e% et 901 disparaissent mais il reste les dérivées croisées,
€z Y

doncey; = O(At?) et le schéma reste d’ordre 2.
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Corrig & de I'exercice 11

o ) unJrl . unfl )
1- On multiplie le schéma parh2Th, ce qui donne
uptt — 207 ot uZH — uz_l w4 uZH — 0
u _— =
At2 YN hh oA
(g wt —a)  (a — u—!
At2 7 2At At2 7 2At
C(up— T —ap (- g -
At2 7 2At At2 7 2At
1 1 1 n —1
+—2At (Ahuﬁ,uZJr ) ~5A; (Ahuh,uz ) =0
n+1 n 2 n n—1 2
u — U Uy, —U
= || | (Anag ™) = (An, ) =0
Dans le cas semi-discret on avait
1 duh 2 1
Ep(t) = = | =2 +=
n(t) 5 ‘ el s 2ah(uhyuh)

qui définissait une énergie car la formg est une forme quadratique. Ici, la quantibé(uﬁ,uﬁ“)

n'est pas quadratique, on ne connait pas son signe. On vaangue sous la condition CFL, la

quantitit’eEZH/2 définit encore une énergie.

2- Par définition on a

1 0|2
E) " = 21 At + §(Ahuhauh)
1 At 21 At? At
=g ||[un — 7Ahu2 + §(Ahu9n Vs - Ap)up) + T(Ahug,ulh)

- (b 22 P - )
) = 25 ) + S Anf )

() = 22 a4 % o?

<

1
2
1 1 )
Q(Ahugvug) + B [|lwin ||

et d'apres les hypothéses (39) et (41) ¢ca implique doec qu

1 1
B, < 0(5aluo,uw) + 5 uil|*) = CE(0)
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3- On utilise les identités (35) et (36):

2
Yi+1 Y

(Apvn,vp) = an(vp, vp) = AR < thZ |”J+1| + v [*)

J

hz oyl = 2 o

4- On réécrit I'energie a I'aide de I'identité rappel”

g2 1 uptt —
h 2 At
—1—1 la (uh + u”+1 up + uZ’Ll) B AtQQh(uZJrl —up uZH - uﬁ)
2 \4 2 ’ 2 4 At ’ At
et I'estimation précédente montre donc que
1 2 1 1 up 2 CQAtQ
B> 2 bl -5
2 At h?

. L. cAt n+1/2 . .. S

On voit donc que sous la condition CFL,h < 1,onak) > 0. On obtient ici lecaracere

suffisantde cette condition.l

Corrig € de I'exercice 13
1- Conservation dénergie: on réécrit (90) sous la forme:

0%uy,

(W,Uh)p + a(up(t),vn) = 0,Yv, € Vj,

puis, pourvy, = duy, /Ot on obtient le résultat.
2- Majoration de I’ énergie Si on suppose que

ugp, — ug, dansV etuq;, — uq, dansH
on a en particulier pouk assez petit
[luo — uonlly < lluolly €t [lur — winlly < [luallg

d'ou
uonlly < lluo — wonlly + lluolly, < 2 luolly

luanll g < llur = winll g + g < 2 fluallg

ce qui montre que

1
En(0) = Hu1h||H+ 5@(uon, uon) < C([lur 3 + [[uolly)
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3- Choix des conditions initiales On veut montrer que avec ce choix, on a

uop, — up, dansV’ (i)
up — up, dansH  (ii)

HOna:

o — won |3 = (uo — won, wo — o)y = (uo — won, o — v)v, Yo € Vi,

[uo = wonlly < lluo —vnlly, Yon € Vi
— < inf —
o — wonlly < inf fluo — vally
ce qui montre le résultat bien connu sur la projection aytrale!

_ — inf _
luo — uon|ly, v;thHUo vplly

et par I'hypothése d’'approximation (H1) on peut concluse fjug — uop |, — 0 lorsqueh — 0.
(i) M&me chose mais avec des nornmfésau lieu deV, on a donc:

_ — inf _
lur = wanll = nf flur = onllg
et le lemme permet de conclure qe; — w1,/ ; — 0.

Démo du lemme Soitv € H.
e Par densité d& dansH: il existe une suiteN € V, telle queHv — vNHH — 0.

e (H1) implique que pour tout” on alim inf

v — v =0.
h 14

h—0 v, EV),
e L'injection continue implique qud.||; < ||.|[,, donclim inf HvN - vhH = 0.
h—0 v €V}, H
Pour toutvy, on a
N N
e e e
o= vnlly; < B -
d'ou
inf |lv —v <inf H’U—’UNH HUN—U H = H’U—’UNH inf ’vN—v H
UhH h”Hi’Uh( H+ hH) H+Uh hH7
indep de vp,
On fait tendreh vers 0:VN
lim inf |jv — oy < Hv — UNH + lim inf ‘UN - vhH
h—0v, €V}, H h—0 Vh H

=0
dou

lim inf o — oyl < [o- o, VN
o2l 1 ol = o= ey

On fait tendreNV vers4-oo, donc‘
donc il est nul:

v — vNHH tend vers 0O et le terme de gauche est indépendant de

lim inf [jv— = 0. u
o2 10 = el
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Corrig & de I'exercice 15:

1- Matrices tridiagonales: les fonctions de base ont pour support 2 intervalles adjaegrdonc les
supports de 2 fonctions de base ne s'intersectent que sbeetdns de base sont associées au méme
noeud ou a un noeud voisin, i.e.

¢

J

N
N
2 2 L 4

J-1 J J+1

(pr,00)p=0, si J#AI-1,1,1+1 car Suppp;N Suppy; =0

2- Calcul des matrices en homogne

Calcul de la matrice de masseMatricesélémentaires
On calcule d’'abord les interactions des fonctions de baskedement de référence (cf Fig. 14)

— 1/3 1/6
M® =
P ( 1/6 1/3 )
En milieu homogene(z) = p = cte, donc les matrices éléementaires associées a tousélerbts
sont identiques: SUK; /o = [:z:z,:czﬂ] par exemple:

i B 1/3 1/6
M+1/2 —ph< 1/6 1/3 )

Assen |b|a.ge
2 i+ Z i+1/2 1
Mu ]\4Z 1/ + ]\4Z 1/ ph 5 Mii-l—l == Mi? 1/ _ph

d’'ou la matrice de masse dans le cas homogéne:
2 1 1
(MU)i = ph(3Ui + GUi-1 + gUit1)

Calcul de la matrice de rigidité: on peut de nouveau faire le calcul des matrices élenrestgui ici
sont particulierement simples car les fonctions de béemat &1, les dérivées sont des constantes.

L dy; doj
(et
Kij = alei, i) = | 1 dx
J ( ) /0 = d

Ordy;/dx = 1/h sur|z;_1,z;| etdy;/dz = —1/h sur|x;, xz;+1[ donc
Zg Ti41 1 2#
Ti—1

h
Ti+1 _1
Kiit1 = N/ 2 —dx h

A
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On a donc

(KU); = _%(Ui-i—l —2U; + Ui—1)

En divisant tout paph on peut réécrire le schéma sous la forme:

Md&PU K
EW + p_hU =0
et on remarque que
(EU)‘ _ kUi —2Ui + Uir 2 Uig1 —2U; + Ui
ph " p h? h?

colincide avec l'opérateud;, aux differences finiesct = %). Par contre le schéma aux differences

finies ne faisait pas intervenir de matrice de masse, on sealementi?«/dt? alors que maintenant
on aMd?U/dt? et M est une matrice tridiagonale, donc ce n’est plus un schégpiicite.

3- Calcul des matrices en Btérogene: on refait le méme calcul que précédemment. Les matrices
éémentaires sont cette fois difféerentes:

i1/2 1/3 1/6
d’'ou apres assemblage

—1/2 +1/2 D
M;; = M, 2?4 MY = 5 (Pig1/2 + Pi1/2)

3
i+1/2 1 1
M1 = My = épi—l—l/Qh; M1 = 602‘—1/2h
Rigidite
Hi—1/2  Hit1/2 Hit1/2
K = Zh/ + ZJ;L/ ; Kiip = —%/

d'ou le schéema.

Corrig & de I'exercice 16
1- Matrice condens£e.Rappelons que les éléments de la matrice de masse s’&xyrim

My = [ )@

On a déja vu que seul¥;; 1, M;; et M;; 1 sont non nuls. Regardons par exemple le terme:

Tit+1

L
Mii = [ p@ie@gim@de = [ o pei@)en @da

T

0 0
—_—— —

(73) pir1(xi) +0i(Tiv1) pir1(Tig1)
2

©;
X pit12h -
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doncM; | = 0. Pour le terme diagonal, on a

L T Tit1
M = /0 p(x)(‘f’i(x))Qde:/xl_lﬂi1/2(%0i($))2d$+/$i piv1/2(i(x)) da
’_/Oﬁ 1 2 : 2 : 2
~ pi_1/2h(90i(33i—1)) 2+ (@i(x:)) +pi+1/2h(<pi(a:i)) —|—2((pi(:ci+1))

Pi—1/2 T Pit1/2
2

On obtient donc le schéma explicite:

h

urtt —2ur+ UMt 1 2
_I_ —
At? hpi_1/2 + piy1/2

(KU™); =0

2- En milieu homogene: on a donc simplement
M = phl

et en utilisant (KU ); = —H(Uiﬂ —2U; + U;—1), le schéma s’écrit:
p

Uptt - 20p £ UPTN p U, =200 + U
At? o h2 -
On retombe donc sur le schéma aux differences finies.
Ce résultat est encore vrai en dimensions supérieure2evu en 3D): sur ungrille réguliere
et avec les élements finiR!, on peut réinterpréter le schéma variationnel commech@ma aux DF.
Si en plus on utilise une formule de quadrature pour conddaseasse, il s'agit du schéma aux DF
usuel.

0

Remarque 9 Le sclema avec condensation de masgtnt identique au séma obtenu par diérences
finies, en milieu homame, on voit en particulier qu'’il est bien d’ordre 2 (la digp®n est d’ordre 2
etc...).

B Stabilité du sclema totalement disciétise

On se propose de montrer dans ce paragraphe qu’on peut robteniestimation de la solution, a
partir de techniques d’énergie, uniforme par rappait'et par conséquent qui n’explose pas quand
se rapproche de 1. On considére le schéma suivant:

Un+1 —oUn 4 Un—l

M AU™ =
e + AU 0
On suppose qud = BB! et on réecrit le schéma en posant:
Un+1 —_yn
n+1/2 _
v At
W" = B'U"
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ce qui donne:
Vyntl/2 _ yn-1/2
M
At
Wn+1 —Wn
At
On a alors les deux conservations d’énergies discrétes:

YBW" =0 (i)

o Btvn+1/2 =0 (’I/L)

ETV = By etEytt = EY

avec
nt1/2 1 n+1/2 1 n+1/2 1 n prntl
Foi _Q(MV v )+2(W,W )
1 At? 1w 4wt |
_ - M_="4 n+1/2 n+1/2 Sy Ty
2 <( 4 v "V + 2 2
1 5 1
n i n - n+1/2 yrn—1/2
B = L R U e
1 A2 1 Vn—|—1/2 Vn—1/2 2
= |(I-=B'M'BYW", W"| + = i
2 4 2 2
M
Posons:
At? (Av,v) At? (BtM~'Bv,v)
Q] = sSup —— 5 s OQ:SUPT—Q
v 4 ol v o]
Il est alors facile de montrer le
Lemme 15 e Laquantié E?H/Q est positive pour tout si et seulement si la conditiam < 1
est satisfaite. De plus, si cette condition est satisfaitea :
1 2
n+1/2 1 2 n+1/2 2 1 wn + Wwnt
(138) B2 21— ad) ||+ Sl

e La quantie £ est positive pour tout si et seulement si la conditiom, < 1 est satisfaite. De
plus, si cette condition est satisfaite, on a :

Vn+1/2+vn—1/2 2

2

(139) By > (- ad) WP+

N —

M

e Les deux conditions soBguivalentes:
a <l ay<1

Nous laissons la demonstration au lectéupartir de ce résultat, on montre que, si la condition CFL
est satisfaite alors on obtient une estimation de la salutien effet, sias < 1, I'estimation (139)
montre qu’on peut contrdler en particulier

2
< 2EY
M

H Vnt1/2 + vn—1/2
2
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qui est une approximation de I'énergie CII”IG'[I%}J%

2
. Or cette quantité peut aussi s’écrire:

ot - U’HHM < 2v2A/EY

Si par exemple: est pairn = 2p, on a

(L YR

IN

IN

IN

De mémesh =2p+1,0na

(o PY:

oA 2 PVl [k "
2V2A4ED + U1,
2v2pAt\ES + U,
2V2T\ES +||U",

< 2var/B3+ U],

Dans tous les cas, on obtient donc une estimation uniforma si@ution approchée par rapport aux

données.
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