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1 Introduction

Nous allons présenter plusieurs approches de résolution de problemes de diffraction d’ondes
électromagnétiques par une structure filaire, c’est a dire une structure caractérisée par la petite
taille de sa section transverse par rapport a sa longueur et par rapport a la longueur d’onde.
Ce type de probléemes se rencontre typiquement lorsqu’on veut faire des calculs d’antennes
(champ rayonné ou émis par Pantenne...). Ce sont d’abord des physiciens qui se sont intéréssés
4 ces problémes depuis les premiére expériences de Hertz (1888) en Radioélectricité et les
expériences plus spécifiques sur les antennes (Marconi (1895), Popoff...). Nous allons envisager
ici uniquement une approche par équations intégrales, et nous renvoyons au cours de Collino
qui propose une méthode de couplage éléments finis avec un modele filaire.

L’objectif des approximations filaires est de remplacer ’équation intégrale complete posée
sur la surface du fil par un probleme simplifié posé sur 'axe du fil, c’est a dire ne dépen-
dant plus que d’une variable. Pocklington (1897, [33]) a été le premier & proposer une telle
modélisation filaire moyennant des hypotheéses sur le courant, et & partir d’approximations
guidées par la physique. A partir de I'équation établie par Pocklington, de nombreux travaux
ont été menés pour proposer des méthodes de résolution soit de I’équation elle-méme, soit
de variantes [18, 20, 28]... La premiére analyse mathématique de I’équation de Pocklington
est due & D. S. Jones, qui a par ailleurs largement contribué a I’étude des antennes filaires,
[22, 21, 23]. Depuis, d’autres mathématiciens se sont penchés sur les modeles filaires proposés
par les physiciens pour les analyser et nous en verrons quelques exemples.

Une question qu’il parait naturel de se poser est de savoir en quel sens les modeles filaires
sont proches du modele complet, et s’il est en particulier possible d’établir des estimations
d’erreur entre la solution du modele filaire et celle du modele complet 7 A notre connaissance,
en ce qui concerne les équations de Maxwell, aucune démarche rigoureuse n’a été menée dans
ce sens. Par contre, pour le probleme simplifié du Laplacien, Rogier [35] a pu établir un
modele filaire & partir de développements de I’équation intégrale complete et il a proposé
une analyse mathématique de son modele (existence et unicité) ainsi que des estimations
d’erreur. Ce modele simplifié est intéressant car il donne déja une idée des difficultés qu’on
peut rencontrer, et permet notamment de retrouver, sur les estimations d’erreur qu’il obtient,
les “effets de pointes” bien connus des modéles filaires, c’est a dire la mauvaise approximation
aux extrémités du fil. Un autre point original de son approche est qu’il a tenu compte de
I’influence de la section transverse : il obtient ainsi deux équations & résoudre, I’'une posée sur
I’axe du fil et 'autre sur la section transverse. Nous présentons ces résultats dans la premieére
partie 2.
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Avant d’aborder les approximations filaires obtenues pour I'electromagnétisme, nous rap-
pelons dans la partie 3 la formulation compléte des équations de Maxwell et I’équation inté-
grale complete. Nous serons alors en mesure de présenter dans la partie 4 les premiers travaux
sur I’approximation filaire, initiés par Pocklington. Pour obtenir son équation, il a essentielle-
ment fait ’hypothése qu’en premiere approximation le courant est invariant par rotation, et
qu’il est porté par la direction de I'axe du fil. La difficulté pour résoudre cette équation sur le
plan numérique vient du fait que le noyau est singulier et difficile a calculer (c’est la moyenne
du noyau de Green 3D sur une section du fil). Nous décrirons deux méthodes numériques qui
semblent avoir été parmi les plus couramment utilisées : 1la méthode de Hallen et la méthode
des moments. Aucune de ces méthodes n’a fait 'objet d’une analyse numérique (estimations
d’erreur, stabilité...) et si elles suffisent dans de nombreux cas & obtenir une estimation du
champ, elles peuvent générer des instabilités. Ce sont ces instabilités qui ont conduit Jones
[22] & faire ’analyse mathématique de I’équation de Pocklington et & montrer qu’on ne pouvait
pas les attribuer a son eventuel caractére mal posé. Enfin, la derniere partie 5 est consacrée a
Papproximation de Mazari [27], obtenue en remplacant le noyau de Pocklington par un noyau
approché qui a Pavantage d’étre beaucoup plus facilement manipulable numériquement, et
qui par ailleurs garde la méme singularité que le noyau de Pocklington (contrairement & la
méthode des moments) ce qui est essentiel pour obtenir une équation intégrale bien posée.
Elle introduit un cadre fonctionnel bien adapté tant a I’analyse de I’équation continue sous
sa forme variationnelle qu’a sa discrétisation par une méthode d’éléments finis. C’est en par-
ticulier & notre connaissance la seule approche qui apporte des estimations d’erreur sur ce
probleme.

2 Le cas simplifié du Laplacien : approche de Rogier

Probleme invariant par rotation. Dans sa theése [35], Rogier a étudié le probleme du
Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet sur un filament de longueur finie et de
forme délimitée par une surface [';, de section transverse de taille au plus e. On cherche donc
e, solution du probléeme suivant :

Au. =0 dans €,
(2.1) Ue = g- sur ['.

Ous
o =0(1)r) r— 400

La théorie classique du potentiel consiste a écrire la solution sous la forme d’un potentiel
de simple couche de densité ¢¢* (I'indice ez indique qu’il s’agit de la solution exacte)

1 1
22) (@) = i [ a0 = L (@), w e 0.
ol la densité ¢Z* est solution de I’équation intégrale :
(2.3 — [ i) =), zeT
. — = g:(x x
4:7T FE |$ _ y| Q€ y ’Y y g€ Y £

I’ approximation filaire ne peut pas étre obtenue par un simple passage a la limite, en faisant
tendre le petit parametre ¢ vers 0, car alors le noyau devient fortement singulier, donc non
intégrable. L’idée est de faire un développement du noyau par rapport a € en extrayant la
partie principale, ce qui revient essentiellement & écrire la relation ¢(y) = (¢(y) — q(z)).



Figure 2.1: fil cylindrique délimité par la courbe F.

Dans un premier temps, on s’intéresse a un fil de géométrie invariante par rotation (plus
précisément un filament cylindrique délimité par un cylindre d’équation r = ¢F(z), z € I =
[—1,1], cf fig. 2.1) et une donnée g. = g(z), ce qui permet d’obtenir une équation intégrale
ne portant plus que sur ’axe du fil et dont le noyau dépend encore de ¢ :

2F(2)? 2N —Q(z
(2.4) —ﬁQ(z) In (%) + i /1 %d% —4(2), z€[-1,1]

ou (z) représente une approximation de 27¢¢*cF(z). Pour déterminer la solution en un
point z = (r,0,z) dans le domaine extérieur, on approche la distance de z & un point y du
fil par la distance de = au projeté de y sur axe du fil, |z — y| = (r?> + (z — 2/)?)'/2, et en
remplacant dans (2.2) :

1 2! ,
(2.5) ug’(x) = E/I ("2 1 (Cj(_ 21)2)1/2 dz

La formulation variationnelle de I’équation intégrale (2.4)

1 e2F(z)?
= [ee v@n (—4(1 . z2)> dz

1 Q) — Q)W) —(2) , .,
+§/I/I 7] dzdz' = /Ig¢dz, Y

(2.6)

suggere d’introduire I’espace de Hilbert

_ 2
Hi, (1) = {q e oy [ [ 1O aeac < +oo}

qui est le cadre fonctionnel naturel pour I'analyse de cette équation. Sans entrer dans les
détails (nous renvoyons le lecteur curieux au document [35]), signalons que cet espace a comme
propriété de contenir tous les espaces de Sobolev H*(I) pour s > 0 et d’étre strictement inclu
dans L%. Dans ce cadre fonctionnel, il montre que, moyennant des hypotheses sur la forme du
fil, c’est a dire sur F', I'existence et I'unicité de la solution de I’équation filaire sont donnés par
l'alternative de Fredholm. La condition qu’il donne sur F est que F(z) > C(1 — 22)1/2+3/2]
pour 0 < X < 1/2, ce qui revient & dire que le fil ne doit pas étre trop pointu aux extrémités
(avec un tel choix il n’y a pas de discontinuité de la dérivée en £1).

Il est intéressant de remarquer qu’en partant d’un probleme coercif, on arrive a une ap-
proximation filaire qui admet une solution unique seulement en dehors de certaines valeurs
critiques de € qui forment une infinité dénombrable de valeurs toutes strictement positives.

En supposant que ¢ est différent des valeurs critiques du probléme, il est naturel de se
demander quelle est erreur entre la solution exacte u. du probleme (2.1) et la solution



approchée u?? calculée & partir du potentiel solution de I’équation intégrale filaire. L’idée
pour obtenir une erreur en norme L est d’appliquer le principe du maximum 4 la différence
ue — ul?, ce qui permet de se ramener a lerreur commise sur les opérateurs de frontiere.
Pour chercher ses estimations d’erreur, Rogier se place dans le cas d’un fil de forme F'(z) =
g9(2)V1 — 22, 1l avére qu’il n’arrive & obtenir des estimations uniformes qu’en faisant des
hypotheses supplémentaires sur le comportement de la solution au voisinage des extrémités
du fil qui reviennent & la supposer nulle aux extrémités (Q € H}(I)) et qui n’ont pas de raison
a priori d’étre satisfaites. On retrouve ici un des points faibles des approximations filaires,
qui est qu’elles ne restituent pas le bon comportement au voisinage des extrémités mais cette
erreur est tres localisée aux pointes et on suppose qu’elle n’a pas trop d’effet sur la solution...
Ce comportement au voisinage des extrémités dépend bien sir beaucoup de la forme du fil,

mais en pratique on néglige souvent la solution aux pointes.

Influence de la section transverse. L’hypothése d’indépendance par rotation est tres
restrictive, et on aimerait pouvoir aussi traiter le cas d’une donnée qui peut dépendre de
I’angle, ou d’une forme de fil non cylindrique. On suppose maintenant que le fil est délimité
par une surface d’équation r = ¢F(z)p(6), avec F(£1) = 0. Tout point = € I'; peut s’écrire
= (eF(2)p(0) cos 0, eF(2)p(0) sin b, z) = (eF(z)s,z) ol s est un vecteur de IR? décrivant la
courbe p(f), notée . Toujours a partir d’'un développement de opérateur intégral exact :

(.7 K@) = 4= [ 0

dm Jr. |z —yl

Rogier montre qu’on peut 'approcher par

2 z
KPq(s,2) = —ﬁQ(z)ln (%) 4W/QTZI|()‘“'

(2.8)
—L/qu(s',z) In|s — s'|dy(s")

2T

ou on a fait le changement de fonction ¢(s,z) = q(eF(2)s,z)eF(z) et ou @ représente sa
valeur moyenne sur une section transverse, Q(z) = /q~(s, z)dy(s). La différence avec le cas

v
précédent vient donc de l'intégrale supplémentaire posée sur la section transverse. Si on note
A Dopérateur agissant sur la valeur moyenne, c’est a dire
’

1 e2F(2) Q(z (2)
2. A =— 1 '
(2.9) Q) = —Q()n <4(1 A > = [ |Z - Z,| e pa
L’équation filaire s’écrit dans ce cas :

AQ(z) + % / q(s',z)In|s — §'|dy(s') = —g(z,8), V(z,8) €l xr
(2.10) K
Q) = [ it )arts)

Pour étudier ce probleme, on découple la résolution en deux problemes, I’'un posé sur I'axe
du filament et Pautre posé sur la courbe décrivant la coupe transversale du domaine. Pour



ce faire, on introduit une fonction ¢ = a_v qui vérifie (qui existe bien, cf [35], [30])
n

1 ! / / 1 ! / !
37 | 46 mls = slar(s) = € = o [ () ir(s)

(2.11)
L B(s")d(s') = 1

Cette fonction permet de se ramener a I’étude de la valeur moyenne ). En effet, si on multiplie
Péquation (2.10) par ¢ et qu’on intégre sur 7, on obtient

(2.12) AQ(z) + CQ(z) = — (9, 4),
Cette équation revient a résoudre _
(2.13) AQ =g

ot A est défini de la méme facon que A en remplacant € par & = ev/exp(2nC) et g = — (g, ¢>7.

L’opérateur A est de méme nature que A, donc en dehors de certaines valeurs de €, on sait que
(2.13) admet une solution unique @ € Hﬁ)g(l). Dans ce cas, pour déterminer ¢ en fonction
de Q, on la décompose sous la forme :

i=q@+9¢Q
ce qui en remplacant dans (2.10) donne le probléme suivant : trouver qp : tel que
1 _ -
o (s 2 s = | dy(s) = ~g + (9.9), = 3(52) (o)
v

(2.14) o

[ otz (s =0 o)
v

On reconnait I’équation intégrale de premiere espece associée au Laplacien 2D, avec conditions
de Dirichlet. Tl est clair que la deuxieme condition est nécessaire pour avoir un probleme bien
posé, car si QQp est une solution de (a), Qo + C aussi. Des résultats classiques sur le potentiel
en dimension 2 permettent de conclure & 'existence et 1'unicité d’une solution gy(z,.) dans
H='/%(v) si g € H'/?/P°. Finalement en définissant les espaces

H (1L H (7)) = {a, 2 — [la(s 2) o) € HEZ(D)

(Hp, (LH (1)) = {9, 2 — 190 2)llsro(y € (H2 (D))}

on peut énoncer le

Théoréme 1 Sig € (Hj,, (I, H*(7)))", et sic n'est pas une valeur critique, le probléme (2.10)

admet une solution unique ¢ € Hy, (I, H1(y)).

3 Formulation intégrale complete pour le cas de Maxwell

Dans cette section, nous rappelons comment sont obtenues les équations intégrales pour
des problemes de diffraction d’ondes électromagnétique par un obstacle, sans aucune hy-
pothese sur la forme de 'obstacle. On s’intéressera plus particulierement au cas d’un obstacle



parfaitement conducteur. Dans un premier temps nous rappelons les équations de Maxwell
qui régissent les champs electromagnétiques. Nous montrons ensuite comment obtenir une
représentation intégrale de la solution. L’équation intégrale est obtenue en exprimant la
condition aux limites sur la frontiere du conducteur et nous donnerons sa formulation varia-
tionnelle.

3.1 Les équations de Maxwell

On considére un probléme de diffraction d’ondes électromagnétiques dans le vide par un
obstacle parfaitement conducteur, occupant un volume Q; C IR, Le domaine extérieur sera
noté Q, et le champ électromagnétique (E, H) généré par un courant électrique J, (de support
inclu dans €,), est alors solution des équations de Maxwell :

VXxFE—iwpH =0 dans Q.
(3.1) V x H +iweE = J,, dans,

EAn=0 sur '

Dans (3.1), ¢ représente la permittivité du vide, p la perméabilité, w la pulsation et 7 la
normale & I' orientée vers I'extérieur de €2;. Notons qu’on peut exprimer aussi ces équations

de Maxwell en fonction de deux autres parametres physiques, I'impédance Z = ,/ﬁ et le
€

nombre d’onde k = wy/ep = Y (oit ¢ = 3.10% m/s est la vitesse de la lumiere). L’onde
¢

diffractée (E*, H®), générée par la présence de Pobstacle, est par définition la différence entre
le champ total et le champ incident (E*, H"), c’est a dire le champ créé par la méme source
se propageant dans tout ’espace, et vérifie donc

V x E* —iwupH?® =0 dans Q,
(3.2) V x H® +iweE® =0, dans
ESANit=—E'Aii sur I

Pour bien définir le probleme (3.2), on a besoin de se donner une condition de radiation a
I’infini, ici une condition d’onde sortante. Nous la préciserons un peu plus loin, apres avoir
vu le comportement a l'infini de la solution fondamentale.

3.2 Représentation intégrale de la solution

Pour établir la représentation intégrale de la solution, la démarche classique est la suivante
(cf par exemple [32]):

a - On définit un prolongement de la solution dans le domaine intérieur et on réécrit le
probleme au sens des distributions.

b - On définit la solution fondamentale associée

¢ - La solution (distribution) s’obtient alors comme une convolution de la solution fonda-
mentale avec le terme source.

a - Formulation au sens des distributions.



Dans le cas d’un obstacle parfaitement conducteur, il est naturel de prolonger le champ
total par 0 a l'intérieur de ’obstacle puisque physiquement le champ est effectivement nul
dans le conducteur. Ceci revient a prolonger 'onde diffractée par 'opposé du champ incident
et nous conduit a définir la distribution suivante :

~ ~. | (E°, H?) dans €,
(8:3) (B, 77) _{ —(E',H")  dans €

Elle est alors solution du probléme suivant (au sens des distributions) :
VXE‘s—iwuﬁszo

3.4 ~ -
(34) V x H* + iwek® = jor

ou jor est une ditribution portée par la surface I' et tangente & [', avec
(3.5) j= [H Aﬁ}r = (H* Nii)b — (H* A7)
b - Solution fondamentale

Notons (€, H) la solution élémentaire associée a (3.4) :
VXE—iwpH =0

(36) V x 'H + iwe€ = 013

ot I3 est la mtrice identité de IR®. £ et H sont des matrices 3 x 3 de distributions, et sont
données par le :

Théoréme 2 La solution élémentaire s’exprime de la facon suivante :

a7 E(x) = iwpG(z) I3 + wiEDQG(z)

ou G est la solution fondamentale de [’équation de Helmholtz

1 .
(338) Gla) = =¥, v = a]

Preuve : nous renvoyons par exemple a [32] pour la démonstration de ce résultat. Notons
simplement qu’il est obtenu & partir d’une décomposition en potentiels de la solution & =
VV + A, ot les potentiels V' et A sont déterminés de maniére unique si on ajoute la condition
de jauge de Lorentz div A — k*V = 0. Chacun des potentiels vérifie alors une équation de
Helmbholtz.

] s 2 s, . Y . 2 82G
Remarque 1 Lopérateur D* est défini de maniére classique par (D*G);; = et
Liopérateur VA d’un tenseur d’ordre 2 est défini comme le rotationnel par mppori‘ aujpremier
indice :

(VAM)ij = (Vi NM ;)i = €impOmMy;

ol €451, est €gal a 1 si (i,],k) est une permutation de (1,2,3), a 0 si deuz indices sont égauz
et —1 sinon.



Remarque 2 On peut obtenir par symétrie la “seconde partie” de la solution fondamentale
en mettant le terme source dirac sur la premiére équation et en échangeant les roles de € et
H (cf [32]). Pour un conducteur parfait, nous n’avons besoin que de la “premiére partie”.

Remarque 3 On peut remarquer que la solution élémentaire £ se comporte comme les dérivées
secondes de G lorsque r est proche de 0, c’est a dire en 1/r3 ce qui correspond a un noyau
hypersingulier.

Donnons quelques propriétés importantes des solutions fondamentales sortantes des équations
de Maxwell (cf [32]) :

Théoréme 3 Les solutions fondamentales vérifient les conditions de radiation de Sommer-
feld, pour r = ||z|| grand :

o€ _M‘ < ¢
or r
(3.9) OH C
- _ < =
5 kH‘ <5

—

. o r
ainsi que les conditions de radiation de Silver-Miller (i = —)
r

IVEE — JEH Nii| <
(3.10)

T NQ

|Ve€E Nii 4 /iH| <

Chacune de ces quatre conditions suffit a déterminer la solution fondamentale de maniére
unique. Par ailleurs, les composantes de € et H se comportent toutes en 1/r da Uinfini et on

a ;
C C C
(3.11) EF <=, HA< =, |EH|< =
T T T

Nous pouvons maintenant préciser les conditions de radiation que doit satisfaire ’onde
diffractée (solution de (3.2)), par exemple :

C

(3.12) < S m < S \ver - v ai| < S
T T T

c - Représentation intégrale

La solution de (3.4) s’exprime simplement comme le produit de convolution de la solution
fondamentale avec le terme source, c’est a dire :

E* =Ex(jbr); H®=Hx(j6p)

ce qui d’apres les expressions de £ et H données en (3.6) peut s’exprimer :

E* = iwpG(z)I3 % (jér) + %DzG* (jor)
w

H® =V A(G(2)I3) * (jér)



D’apres les propriétés du produit de convolution on a

D2 . _ — 1 / .
(D°G (G00)) = 3 Gk i) = 3 axm (V(G* div (jér));

et en utilisant la formule de Stokes
/ u divpod-y +/ Vruwdy =0
r T

on peut montrer que

div (jér)) = divrjor

ou divp représente la divergence surfacique (cf par exemple [32, 41, 5, 6]). On obtient
finalement la représentation suivante du champ diffracté, en un point = € €,

—zw,u,/Gw— d7y+—V/GI— y) divej(y)dyy
(3.13)

(@) = Vo [ Gla =iy,

3.3 Equation intégrale et formulation variationnelle

Pour écrire 'équation intégrale & partir des formules de représentation (3.13), il est néces-
saire d’exprimer les traces des champs sur I'. Ici, la condition de conducteur parfait nécessite
uniquement la connaissance de la trace extérieure E° A 7ip qui peut s’exprimer de la fagon
suivante (cf [32])

Bn e = iwn [ Glo = y)ily) Ay,
(3.14 _ .
o [ (VaGa —9) A (s —iiy) divei(y) + Gla — y)rdir divei(y)) dy,

Cette expression provient de résultats sur les traces des potentiels, (cf [32]) (on ne peut pas
directement prendre z € I' dans (3.13). L’équation intégrale s’obtient alors en exprimant la
condition de conducteur parfait E* A7 = —E'A R sr- Pour obtenir la formulation varia-
tionnelle, on exprime cette condition plutét sous la forme A (E*ARi) r = = A(E*Af) jr, puis
on la multiplie par un champ test j* tangent & T' et on intégre sur I'. Aprés intégration par
parties, on obtient la formulation établie par Bendali [5, 6], et appelée équation de réaction :
trouver j € V tel que pour tout j' € V

iwps G(z —y)j(y).g" (x)dyydrys
oy |k y

- / / G(z —y) divrj(y) divrs'(z)dyydy, = — / E'.j'd
we JrJr r

Le bon espace fonctionnel pour analyser cette formulation variationnelle est ’espace X =
H(;ii/Q(F) des champs tangentiels sur I' dont chaque composante appartient & H~/2(T) et
dont la divergence surfacique appartient aussi a H -1/ 2(I"). Bendali a montré que l’analyse
de cette équation intégrale pouvait étre ramenée a un cadre d’application de ’alternative

de Fredholm et que ce probleme admet une solution unique sauf pour les valeurs de k?



correspondant a des fréquences propres du probleme intérieur. Signalons toutefois que cette
analyse n’est pas faite directement sur la formulation (3.15) qui n’est pas si sympathique qu’on

pourrait croire... En effet, si la forme définie par / G(z — y)u(z)v(y)dyzdy, se décompose
r

bien en la somme d’une forme coercive et d’une forme compacte sur H~/2(T), le changement
de signe dans la forme bilinéaire de (3.15) empéche de faire ’analyse de fagon standard, car on
n’a pas la compacité qui permettrait d’obtenir des estimations sur la divergence. Pour faire
I’analyse du probléme continu et ’analyse numérique du probléme approché, on transforme
(3.15) en une formulation de type point-selle.

Une premiere méthode, due a Bendali, est d’introduire comme nouvelle variable la charge
p, reliée au courant par la loi de conservation de la charge :

(3.16) divpj + iwp =0

En introduisant la variable p dans I’équation (3.15) et en réinterprétant (3.16) dans un “certain
sens faible” (sans entrer dans les détails...), on obtient une formulation mixte du type : trouver

(j,p) € X x M ot M = {1/ e H-VA(T), <ul>= 0} tel que

(3.17) a(j, ') + bi(p,j') =< f,j' > Vi'e X
' ba(v,5) + ¢, p) = 0 Vv eM

Notons que ce n’est toujours pas standard, car la forme b; n’est pas égale a by, comme dans une
formulation mixte classique.La formulation du probléme sous forme mixte sert uniquement a
faire Panalyse, et c’est ’équation (3.15) qui est discrétisée.

Il existe une deuxieéme méthode pour se ramener & une formulation mixte (cf [32]) qui
consiste a décomposer le courant sous la forme :

(3.18) j =g+ rotrp

On obtient alors une formulation mixte plus classique : trouver (g,p) € X x W , ou W =
H1/2 (F)

(3.19) a(g,9") +b(g',p) =< f, 9" > Vg' € X
' b(g,q) =0 Vgew

Remarque 4 On trouvera souvent I’équation (3.15) (ou la premiére formulation mizte) ex-

primée en fonction de la variable p = iwj = [VES A ﬁ] (ou des variables p et X = —E).
€

3.4 Mise en oeuvre et application au cas du fil mince
3.4.1 Mise en oeuvre numérique

La discrétisation de (3.15) se fait & I'aide d’une méthode d’éléments finis frontieres. On
approche d’abord la surface ' par un maillage composé en général de triangles plats, puis
on approche le courant par exemple par des éléments finis de Raviart Thomas ([34]). La
principale difficulté dans la mise en oeuvre est bien sur le calcul des intégrales élémentaires
qui forment la matrice du systéme linéaire & résoudre. Ces intégrales sont du type :

ezkr
fin = [ pa@)pn ()T K,
KxT T
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pour deux éléments K et 7" du maillage. Si on pose

ezkr
Fnl@) = [ <= pm(y)dr,
T
Pintégrale I, est obtenue en intégrant F,p, a Paide d’une formule de quadrature (de Gauss-
Lobato par exemple) :

Iym = szpn(xz]()Fm(sz)
7

On choisit le nombre de points d’intégration non seulement en fonction de 'ordre désiré et du
degré des polynomes ‘a intégrer mais aussi en fonction de la proximité ou non des triangles
K et T : on prend plus de points lorsque les triangles ont un sommet commun. On est donc
ramené a 1’évaluation de F,,(z) pour 2 € K. La encore, on doit distinguer 2 cas :

e Si K et T n’ont pas de sommet commun, l'intégrande est alors suffisamment régulier,
et on peut de nouveau utiliser une formule d’intégration numérique.

e Si K et T ont au moins un sommet commun, il y a une singularité en r = 0. On peut
montrer (cf par ex [5]) que tout revient & évaluer l'intégrale

1
= [ —=dT,
S(x) Trd y

qui peut s’intégrer analytiquement en utilisant la méthode de De Hoop (]]).

3.4.2 Application au cas du fil mince

Lorsque l'obstacle est un fil mince de rayon a et de longueur L, par hypothese ka << 1
et a << L. Dans ce cas, le probleme intérieur n’a pas de fréquence propre et il y a donc
toujours existence et unicité de la solution de (3.15). On peut donc appliquer la méthode
précédente, 'avantage étant que l'analyse du probleme approché existe et qu’on peut donc
assurer la convergence de la méthode avec des estimations d’erreur connues (cf [7, 5]). Cela
nécessite de mailler assez précisément le fil, ce qui demande un grand nombre de triangles et
par conséquent un grand nombre de degrés de liberté. Cette méthode est donc cotiteuse et il
est naturel d’essayer de prendre en compte 'hypothése de fil mince pour obtenir un modele
approché.

4 Historique non exhaustif de différentes approches

4.1 Présentation de 'approximation de Pocklington.

Pocklington [33] a été le premier & proposer une approximation filaire c’est & dire un modele
simplifié prenant en compte la géométrie particuliere des fils. 11 a obtenu cette approximation
dans le cas d’un fil courbe mais par souci de simplicité de ’exposé nous exposerons la démarche
pour un fil cylindrique droit (fig 4.1) de rayon a et de longueur 2L.

11
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Figure 4.1: fil cylindrique d’épaisseur a.

Une structure filaire est caractérisée par la petite taille de sa section transverse par rapport
aux autres dimensions que sont la longueur du fil et la longueur d’onde, ce qui se traduit par :

(4.1) a<<2L; ka<<l1

ou k représente le nombre d’onde (k = wy/ep = ) Par la suite nous supposerons que L = 1.
c

En faisant des hypothese supplémentaires, a savoir que le courant ne dépend pas de I’angle
et qu’il est porté par la direction 7 de 'axe du fil, Pocklington a montré que la distribution
de courant, c’est & dire la fonction scalaire I telle que
I(z)
2ma

(4.2) ily) =

est solution d’une équation intégrale unidimensionnelle :

(4.3) (ﬁ +k ) / 1)K (2 — 2)de = f(2)

oil f est une fonction proportionnelle au champ tangent incident (f(z) = dinweE".T) et K
représente, a une constante pres, la moyenne du noyau de Green le long du bord de la section

d’abscisse 2’ :
1 2 eikr(u,ﬂ) "
K(u) = —/
(4.4) (u) 27 r(u,0)
r(u,0) = (u? + 4a®sin® 0/2)'/?

Pour obtenir une équation bien posée, il doit en plus imposer la nullité des courants aux
extrémités, c’est a dire

(4.5) I(+1) =0

Cette hypothese revient a modéliser le fil comme un tube creux. Si le fil n’est pas creux,
négliger le courant aux extrémités conduit & commettre une erreur de ’ordre de ka, qui n’est
pas plus importante que d’autres termes qui ont été négligés pour obtenir "approximation
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(4.3) (cf [22, 21]). Cependant, on voit déja que 'approximation filaire ne pourra pas donner
de bons résultats au voisinage des extrémités, puisqu’elle ne prend pas du tout en compte la
géométrie particuliere du fil aux pointes et le champ électrique est justement tres sensible &
cette géométrie.

Le champ diffracté peut alors étre reconstruit a partir de la connaissance du courant I, en
utilisant la représentation (3.13). Il vérifie les mémes propriétés que j, c’est a dire invariant
par rotation et porté par 7, et a pour expression, en tout point z = (r,0, 2) :

i

(46)  E(z) = r(iﬁ/ll%(r,z—z)( )dz+—/ Rr,z— )T'(z )dz)

drwe
olt le noyau K sera explicité en (4.10).

Remarque 5 Pour un fil courbe, approximation filaire admet la méme expression que (4.3)
en remplacant simplement 'abscisse z par Uabscisse curviligne le long du fil s.

4.2 Obtention de I’approximation.

Pour obtenir I'approximation (4.3), repartons de la représentation intégrale du champ :

@) B = (B[ G-ty + V. [ G-y divi@ay )
Les premiers termes négligés sont les intégrales sur les bords I‘;t : en premieére approximation,
on peut approcher le courant (ou sa divergence) par sa valeur sur ’axe, en commettant une

erreur d’ordre a, et pour presque tout z = (r cos,rsinf, z) (ne se trouvant pas sur I'Y) on
2

a
peut donc majorer 'intégrale par C/ dyy < ﬁ Ce terme est donc d’un ordre
z —

+ |z
inférieur par rapport aux autres termes |cepeyn|dant on voit que cette estimation se dégrade
lorsque z s’approche de 1.

Sur le bord cylindrique du fil I', la divergence surfacique du courant s’écrit compte tenu
de 'hypothese (4.2):
I'(z)
2ma

R B
(4.8) mww=bij+50ﬂ=

Réécrivons les intégrales de (4.7). On a d’une part :

eik|:1:7y| 1 I(z’) 21 eik|:1:7y|
L = —j(y)dy, = — ———df'ad?’
! re 47r|x—y|j(y) Ty /_1 2ra Jo Awlz —y| e

ouy = (acosf,asinf', z"). Pour un point z = (r cos@,rsinf, z), on a :

(4.9) |z —y|= ((z — 2 4+ (r — a)? + darsin®(0 — 9')/2) V2 =R(r,z— 2,0 -0

et en posant

— , 1 2 eikR(r,z—z’,G’)
4.10 K — = — —d
(4.10) (rz=2) 2 Jo R(r,z—2',0")

/

Ss)

on obtient : -
L =ILi(rz2) = —/ I(K(r,z —2")d2' T
4 J 4
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dont la trace sur I'¢ fait apparaitre le noyau K (u) = K (a, u).
Pour la deuxieéme intégrale, on remarque que ca se passe a peu pres de la méme fagon :

eikla—yl

1 1
d. . d - Il IK _ Id/
[ ey Wiy = o [ TR =i

I, =
Aprés intégration par parties, en utilisant les conditions aux limites (4.5) et la symétrie du
noyau K, on obtient:

I —ii/1 I(Z)K(r,z — 2')d2'
2T dndz ) ’

La trace tangentielle du gradient s’exprime alors :

ol
Vaelo Ang = 8—;60

On obtient I’équation de Pocklington en exprimant seulement une partie de la condition aux
limites :
(E° Ang).eg = —(E" Ang).eq

ce qui est encore équivalent a exprimer que la trace tangentielle suivant ’axe du cylindre du
champ total est nulle :
E’r=—-FE'T

Etant donné qu’en faisant I’hypothése (4.2) sur le courant on s’est ramené & une inconnue
scalaire, il est naturel de ne garder qu'une équation scalaire issue de la condition aux limites.

L’hypotheése sinusoidale. A partir de son approximation, Pocklington a cherché & com-
prendre comment le courant se propageait le long d’une antenne. Il a montré qu’en premiere
approximation la distribution de courant est sinusoidale et se propage avec la vitesse de la
lumiére sans perte d’amplitude. Ce résultat est a la base de la théorie de la diffraction par
des antennes et a été utilisé par les physiciens dans un certain nombre d’applications sim-
ples (ligne ouverte sans perte, alimentée par une source de tension sinusoidale, ..., cf [36])).
L’hypothese du courant sinusoidal s’énonce de la facon suivante : la répartition de lintensité
du courant est sinusotdale sur toute portion de conducteur filiforme sans perte, rectiligne ou
non. Dans les applications, on cherche donc le courant sous la forme :

I(s) = Ae™*s 4 Be ks
et les constantes sont déterminées par des conditions aux limites (conservation des courant
en un point de connexion, courant nul & toute extrémité isolée).
4.3 Sur ’analyse mathématique de ’équation de Pocklington.

Jones a été le premier & proposer une analyse mathématique de ’équation de Pocklington
et plus généralement il a largement contribué aux problemes d’antennes, [22, 21, 23]. Il a
montré dans [22] un résultat d’unicité de la solution de (4.3)-(4.5). L’idée pour montrer
I’unicité est de passer par le champs électromagnétique associé au potentiel vecteur

(r,z) =71 /_11 I(Z)K(r,z — 2')d2'
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olt K a été défini par (4.10)-(4.9). Il montre alors que la trace tangentielle du champ électrique
est nulle sur I';, et grace a l'unicité de la solution des équations de Maxwell, il en déduit la
nullité du champ électromagnétique, et par conséquent la nullité du courant (qui est le saut
de la composante azimutale Hy du champ magnétique).

Pour ’existence, il montre 'équivalence entre (4.3)-(4.5) et I’équation intégrale obtenue
en intégrant (4.3) et parfois appelée équation de Hallen :

sink(z — 2')

? dz

1 _ _ 1
(4.11) / I()K (2 — #)d2' = Ae*™ + Be i** 4 / £
~1 ~1
ou les constantes A et B sont déterminées de maniére & satisfaire (4.5) (ce qui est possible,
cf [22]). C’est a partir de cette nouvelle formulation qu’il démontre Pexistence d'une solution
intégrable, en supposant que f est continue. La preuve de l'existence repose essentiellement
sur la décomposition suivante du noyau

(4.12) K(u) = —ﬁ In |u] + R(u)

ou R est une fonction continue ayant des dérivées bornées, et sur l'alternative de Fredholm.
On peut cependant se demander ce que signifie la condition (4.5) (posée sur un ensemble
de mesure nulle) pour une fonction seulement intégrable! Cette question a été soulevée par
Rynne [37] et pour donner un sens & la trace de I aux extrémités du fil, il s’est placé dans
un cadre fonctionnel un peu différent : pour une donnée dans LP il a montré un résultat
d’existence et d’unicité de la solution dans I'espace de Sobolev W1?(—1,1) des fonctions LP &
dérivée premiere dans L? qui est inclu dans C°[—1,1] (cf [2]) et donc I est bien définie en tout
point de [—1,1]. Dans ce cadre, il a aussi démontré la continuité de la solution par rapport
aux données.

4.4 Quelques méthodes numériques pour résoudre I’équation de Pockling-
ton

Il y a eu un certain nombre de tentatives pour résoudre 1’équation de Pocklington avec
plus ou moins de succes... Il y en a eu par contre beaucoup moins qui ont été analysées et pour
lesquelles on dispose d’estimations d’erreur ou de convergence. Avant de voir plus en détail
la méthode de Mazari qui a proposé une formulation ayant I’avantage d’étre posée dans un
cadre variationnel qui se préte bien a 'analyse numérique, nous nous contenterons de décrire
deux des méthodes qui semblent avoir été parmi les plus populaires malgré, comme on va le
voir, les problemes d’instabilité numériques qu’elles génerent.

La méthode de Hallen. Cette méthode est basée sur la formulation (4.11) qui comme on

I’a vu précedemment est équivalente a I’équation de Pocklington pourvu de bien choisir les
constantes A et B. Cette méthode consiste alors a écrire le terme de gauche sous la forme :

h(z)I(z) — H(I)

ou H(I) est défini par

1
H(T) = h(z)I(z) — /_ (K (2= )
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et la fonction h est choisie de telle maniére que H([I) soit “petit”. L’équation s’écrit alors
(4.13) h(z)I(z) = g(z) + H(I)

et peut étre résolue par une méthode itérative de Neumann. Une premiere difficulté de cette
méthode est le choix de h pour que H(I) ou plus exactement H(I)/h soit “petit” (ce qui
détermine la vitesse de convergence) et plusieurs choix ont été proposés [18, 25, 17, 38, 24].
Sur le plan numérique, des instabilités ont été observées et elles ont parfois été attribuées au
caractere mal posé de (4.11), mais les résultats d’existence et d’unicité établis par Jones [22] et
Rynne [37] montrent que cette explication n’est pas valable. Ces auteurs ont proposé d’autres
explications. Jones fait remarquer que si au niveau continu il est équivalent de considérer (4.3)-
(4.5) ou (4.11), il faut étre plus prudent au niveau numérique : en particulier la détermination
numérique des constantes A et B est délicate car si elles ne sont pas déterminées de fagon
exacte, le courant peut exploser aux extrémités! cette explication est reprise et complétée par
Rynne qui explique que la solution est stable par rapport a la donnée f mais pas par rapport
a n’importe quelle perturbation du second membre, ce qui numériquement pose évidemment
des probléemes.

La méthode des moments de Harrington. Cette méthode doit son succes a sa sim-
plicité d’implémentation. Elle consiste & se dire qu’on ne commet pas une grande erreur en
considérant que le courant est situé non pas sur le fil mais sur son axe, puisque le rayon a est
petit. Ce qui revient & écrire la condition aux limites en un point x = (acos#,asinf, z) situé
sur le fil et & évaluer le courant au point y = (0,0, 2'), donc & remplacer r(u, ) et K(u) dans
(4.4) par

tkr(u)
(414 ) = (2 4 @) Kylu) = ©

r(u)

Evidemment, c’est beaucoup plus simple a évaluer puisque d’une part on a supprimé l'intégration
par rapport a ’angle, d’autre part il n’y a plus de singularité, les deux points étant au moins
distants de a. L’erreur commise entre les deux noyaux K et K» est d’ordre ka sur la “plus
grande partie de lintervalle [-1,1]”, [23]. Mais I’équation intégrale n’est plus du méme type
que celle de Pocklington : c’est une équation intégrale de premiere espece dont le noyau est
analytique et 'inversion de telles équations est tres délicate car elle est par nature mal posée,
[10]. Néanmoins, cette formulation a l'avantage de s’adapter facilement & des géométries
d’antennes complexes et est a la base de nombreuses méthodes [28, 20, 8]... Elle s’avere tres
efficace tant que la longueur des segments discrétisant ’antenne est au moins de l'ordre de
4 ou b fois le rayon de I'antenne. Les instabilités apparaissent lorsqu’on raffine le maillage
pour obtenir une meilleure précision. Signalons que Mazari a présenté des comparaisons entre
cette méthode [8] et celle qu’elle a développé (voir 5) et amélioration est spectaculaire.

5 La méthode de Mazari

Nous présentons dans cette section une équation intégrale originale proposée et analysée
par Mazari [27]. Initialement, son travail a démarré pour répondre & une demande de Thomson
qui avait besoin de faire des calculs d’antenne assez précis. Ils disposaient d’un code de calcul,
le code Magellan [8], basé sur une approximation par éléments finis frontiéres de la formulation
variationelle de la méthode des moments. Cette méthode s’avere suffisante dans la plupart
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des cas pour obtenir le champ rayonné lointain. Cependant, comme on ’a déja signalé au
sujet de la méthode de Harrington, le noyau de I’équation intégrale étant tres régulier, elle est
mal posée. Pour 'approximation numérique, les ennuis commencent si on cherche a raffiner le
maillage, et il faut en pratique considérer un pas de maillage i de 'ordre de 5a c’est a dire de 5
fois le rayon du fil pour que ¢a se passe bien. Pour donner un ordre de grandeur, le champ peut
alors étre calculé & une distance de lordre de 104, soit 50a. Pour prévoir le fonctionnement
d’une antenne d’émission, il est nécessaire de calculer d’autres caractéristiques de ’antenne
(champ proche, impédance d’entrée, puissance rayonnée... ) et la méthode précédente ne
suffit plus.

La nouvelle approximation filaire proposée par Mazari est obtenue a partir de I’équation
de Pocklington, en faisant une approximation du noyau. Un des intéréts de cette nouvelle
formulation est qu’elle garde un noyau singulier, ce qui est crucial pour obtenir un probléeme
bien posé. D’autre part elle est définie dans un cadre fonctionnel qui permet une analyse tant
sur le plan théorique que sur le plan numérique. C’est en particulier la seule approche a notre
connaissance qui apporte des estimations d’erreur sur ce probleme.

5.1 Nouvelle approche de I’équation de Pocklington

Tout d’abord, on peut remarquer qu’en suivant la démarche qu’on a suivie pour obtenir
léquation de Pocklington, mais sans faire ’hypotheése (4.2), et en considérant la valeur
moyenne de la condition aux limites sur une section, c’est a dire

21 2T
(5.1) E*(z(a,0,2)).7d0 = — E'(z(a,0,z)).7df
0 0

on obtient une équation similaire & Pocklington :

2 —zz a z—zdl’z’:z el
(5.2) k/I (z = 2')dz" + /K (2)d' = f(2), Vze€]—1,1]

=0

2T
ou K est toujours défini par (4.4), f(z) = 47l7rw6/ E'.7df et ou la nouvelle inconnue scalaire
0

I est la valeur moyenne de la composante tangentielle suivant ’axe du courant sur une section

du fil : or
(5.3) I(z) = /0 j(z(a,0,2)).Tadf

Le probleme n’est alors a symétrie de révolution que si le champ incident I'est. On retrouve
bien sur le lien classique entre I et j (4.2) lorsqu’on fait ’hypotheése de Pocklington que j ne
dépend que de z et qu’il est porté par la direction 7 de ’axe du fil.

Notons que la connaissance du courant scalaire I ne permet évidemment pas de recon-
stituer tout le champ. On peut seulement récupérer la projection du champ sur 'axe du fil et
seulement pour des points “pas trop proches” du fil. En effet, si on reprend la repésentation
intégrale du champ (4.7), par définition de I, la seule chance de le faire apparaitre est de
multiplier scalairement par 7. Mais on voit que ce n’est pas suffisant car il y a toujours une
dépendance par rapport a ’angle dans Pexpression de |z —y|. Par contre, si on suppose que le
point d’évaluation du champ z(r, 0, z) est assez éloigné du fil, on peut approcher la distance
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de z & un point y(a, ', 2") situé sur le fil par la distance & la projection de y sur I'axe du fil,
c’est a dire

|z —y| =/r* + (z — )
. . . ’ ! a
qui elle est bien indépendante de #'. Dans ce cas, on a (V.7 = 8_)
z
'L. 1 21
Ba)r = (/#/ G|z — y*)I()d2 + —/ - y|ap)/ divrj(y)ado'dz'>
-1 0

et compte tenu de I'expression de la divergence surfacique donnée par la premiere égalité

de (4.8) on voit que le terme %(j.eg) disparait dans Dintégration donc il reste finalement

I’expression suivante pour la composante z du champ :

(5.4)  El(x) = —

we

(1 [ 6t —ymichas + 2 [ e —yimreis)

5.2 Vers une autre approximation filaire...

La démarche. Le probleme (5.2) s’écrit encore :

Trouver I tel que I(£1) =0 et
(5.5)
(A(e)I)(2) = f(2), Vz €] = L1

ou e =ka << 1 et A(e) est Popérateur intégral défini par :
1

(5.6) (A()T)(2) = kz/ 1)K (z — 2)d2' +—/ K(z - ) ( "z
-1

On a déja mentionné qu’aucune analyse d’une approximation de (5.5) n’existait (discrétisa-
tion bien posée, estimations d’erreur...). De plus, le noyau K est assez difficile & manipuler
numériquement,.

L’idée de Mazari est de remplacer le noyau K par un noyau approché, ce qui revient a
développer :

A(e) = A+eB(e)

ou B(e) est un opérateur borné. Elle approche alors le probleme (5.5) par le probleme
analogue ot A(e) est remplacé par A. Dans un cadre fonctionnel bien choisi (HI/Q( 1,1)),
elle montre que lopérateur A peut se décomposer en la somme d’un opérateur coercif et
d’un opérateur compact ce qui permet d’appliquer 'alternative de Fredholm pour étudier le
probleme. Le cadre variationnel, bien adapté & Panalyse numérique, lui permet de définir un
probleme approché pour lequel elle montre des estimations d’erreur.

Approximation du noyau. Tout repose donc sur ’approximation du noyau K par un
noyau plus sympathique. Pour cela, I'idée, par ailleurs souvent utilisée en équations intégrales,
est d’extraire la singularité en décomposant le noyau par exemple comme la somme du noyau
statique et d’un reste régulier :




ce qui donne :

1 o 1 1 21 ptkr(u,f) _ q
K(u)=— —df + — —df
() 27 /0 r(u, ) + 27 /0 r(u, )

avec r(u, ) = \/u2 + 4a? sin?(f/2). Mazari montre alors que :

e la partie singuliere s’exprime :

"o 2
B 2a
) = T g

ol F(g, m) est U'intégrale elliptique compléte de premiere espece (cf par exemple [1, 16]...).

1 2 1 1 T
K(u) df = —pa(u)F (5, p5(u))
(5.7) /0 r(u, ) Ta

e la partie réguliere peut étre approchée a 'ordre ka:

1 2 ikr(u,0) _ 1 tklu| _ 1
(5.8) K, (u) / e ol
0

[ df = ———— k
o (w, ) T Oke)

L’approximation filaire de Mazari. Le modeéle de Mazari consiste & remplacer le noyau
K par son approximation définie plus haut et que nous noterons

iklul _ 1 1 iklul _ 1
G(u) = Ky(u) + —m— = —pa(W)F (5, piw) + ———

|l 2 |l

(5.9) .

U) = ———
PalW) = ey
La nouvelle formulation s’écrit :

Trouver I tel que I(+1) =10 et

(5.10) (AI)(z) = f(z), Vz €] = 1,1]

1 1
avec (AI)(z) = [ I(:G(: = )i + % [ (e - z')g(z')dz'

Propriétés de l’intégrale elliptique et singularité du noyau. L’intégrale elliptique
F(§’ m) a une singularité pour m proche de 1 et pour isoler cette singularité, on peut utiliser

le développement suivant, [16] :

(5.11) F(g,m) =In <L> + Fi(m)

1-m

ou F est réguliere et définie par la série :

Film) = 3 an(1 = m) (10 (7= ) +5)

(5.12) ”:21],_1 ) o
o =TI (¥5) <1 fu=mi=3 oy

Jj=1 Jj=1
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En reportant cette expression dans le noyau, on obtient :

ot ezk|u\ -1
2ol (2 () + =1
a |u

ma

(5.13) wwzpm”m@—;wﬂ+

En pratique c’est cette expression qu’on utilise pour calculer le noyau. Pour I'analyse, on
préfere isoler la singularité logarithmique, ce qui est possible grace a la relation suivante :

(5.14) Pa(u) 1n< A ) Il inw

ma 1 —p2(u) wa  |u]

oit N, est une fonction assez réguliere, N, € H?(—1,1). Finalement le noyau peut donc
s’écrire

(5.15) G(u) = % In |117| + Gr(u)
(5.16) G = M)+ P2 Ry )+

n’a plus de singularité.

Remarque 6 On peut noter la ressemblance de cette décomposition avec la décomposition
(4.12) établie par Jones pour le noyau de Pocklington, ce qui n’est pas surprenant puisque G
est une approzimation de K, et ils ont donc la méme singularité.

Décomposition de 1’opérateur A. Il est naturel pour obtenir une décomposition en
coercif + compact d’extraire de A un opérateur singulier et on est guidé par le développement
du noyau (5.15)-(5.16). On définit les opérateurs :

1
SI(z) = a/ m— gy

nadz )1 1q|z—z’|£

(5.17) 1 . "
RI(z) = k2 A (NG =)+ 5 A iz =T

Cadre fonctionnel. C’est 'opérateur S qui va fixer le bon cadre fonctionnel. Cet opérateur
est analogue au potentiel de double couche qui intervient dans les problémes de fissures en
dimension 2, et il a été établi par de nombreux auteurs ([31, 15, 19, 3, 12, 4]...) que l'espace
fonctionnel adapté & son analyse est 1'espace de Sobolev V = H(%z(—l, 1), [26]. Notons J
I'intervalle J =] — 1, 1], on peut caractériser H&é 2(j ) de plusieurs maniéres. C’est un espace
de fonctions H'/?(J) qui “s’annulent sur 7 d’une certaine facon” et plus précisément :

V= Hy (J) = {p € H/(F), p Py € LX)}

ou p est une fonction définie sur 7, positive, C'°°, nulle sur 07 et du méme ordre que la
distance & 0J. Il est muni de la norme naturelle :

)

L2(7)

C’est aussi ’espace des fonctions de HI/Q(j) qui quand on les prolonge par 0 a IR tout entier
restent dans H'/2(IR). On voit tout de suite 'intérét de cette caractérisation qui va permettre

912y = (1ay + o2
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de passer en Fourier ce qui sera tres commode comme on va tout de suite le voir... Pour une
fonction 1) € Hl/ (J), si on note ¢ € HY/2(IR) son prolongé par 0, on peut définir une norme
équivalent a la precédente :

150 = [ = ([ 0+ €120 €0a)

Dans toute la suite, pour simplifier les notations nous noterons J la transformée de Fourier
de 7). On peut enfin caractériser H&éQ(j) comme l'interpolation d’ordre 1/2 entre H}(J) et
L*(T).

Nous allons voir que c’est tres pratique de pouvoir passer en Fourier, notamment pour
établir des propriétés de l'opérateur S. Pour montrer par exemple que S est un opérateur
linéaire continu de V dans son dual V', on considére une fonction ¢ € V, Sy est alors la

distribution définie par (5.17) ou encore par

19
Sy =-——Ly olonnote Lp= / In ——
ma 0z

1

z—z|

o(2)d

On a donc pour tout ¢ € D(J)

(5.18) < Spyih >=— < Lyl >= — / / o ()P (2)d dz

Iz—ZI

et on peut passer aux prolongements :

]_ . -/
<Sp,p >=— /]R /]R In m(p'(z')lp (2)d7'dz

s 1
On reconnait alors un opérateur de convolution : si on note k(u) = In Tl on a
U
~1 T 1 T~ o T
<Sp,p>=—<k*xp,Y >= 5 < kip, i€ >
7r
1
la deuxieéme égalité provenant de I’égalité de Parseval. Or on a F (ln ﬂ) &) = % d’ou
U

(5.19) < Sp,p>= 5 | 1€1(E £)p(€)de

Sur cette expression, il est facile de voir (en remarquant que |¢| < (1 + ¢2)'/2) quon peut
prolonger S¢ en une forme linéaire continue sur V', et le crochet <, > devient le crochet de
dualité V', V. On note alors —b la forme bilinéaire associée, c’est a dire d’aprés (5.18) et
(5.19), Vyp € V :

[ b(p,9) = —<Sp,Yp >vy

(5.20) - / / o (VG (2)d dz

IZ—Z’I
| = 2/ 1126y (€
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On vient de voir que c’est une forme bilinéaire continue sur V x V :

(5.21) b(p, D)l < Cllglly 19y

La coercivité découle également de (5.19), en effet on a
1 N
b = - 2(&)d
) = 5 [ 9P E)e

La différence par rapport a la norme de 9 dans V est que le poids (1 + {2)1/ 2 est remplacé
par [¢], les comportements a I'infini sont donc identiques, ce qui pourrait changer ce sont les
comportements en 0. En fait on peut montrer que b définit bien une norme équivalente a la
norme de V, c’est a dire qu’il existe une constante o > 0 telle que

(5.22) b, ) > allplly, VeV

Analyse de la formulation (5.10). Nous nous contentons ici d’énoncer les résultats con-
cernant l’analyse de la formulation de Mazari et nous renvoyons a [27] pour les démonstra-
tions. Comme on I'avait annoncé, en se placant dans 'espace V = H&é 2(j ), elle montre que
Popérateur A se décompose en A = S + R, les opérateurs S et R (définis par (5.17)) étant
respectivement coercif et compact. L’alternative de Fredholm permet d’affirmer que soit il
y a unicité de la solution du probleme homogene et dans ce cas il en est de méme pour la
solution du probléme (5.10), soit le probléme homogéne a un noyau de dimension n et dans ce
cas (5.10) admet des solutions a la condition que f soit dans l'orthogonal du noyau. L’étude
du noyau de A lui permet de conclure que :

Théoréeme 4 Le probleme homogéne admet une solution unique ce qui permet de conclure
que le probléeme (5.10) admet aussi une solution unique dans V.

Remarque 7 On avait remarqué dans la section 2, qu’en partant d’un probléme coercif (le
Laplacien), Uapprozimation filaire admettait une solution unique seulement en dehors d’une
mfinité dénombrable de valeurs du rayon du fil. Il est étonnant de constater qu’ici ce n’est
pas le cas, Uapproximation filaire est toujours bien posée.

5.3 Analyse numérique

Le cadre fonctionnel dans lequel s’était placé Jones (fonctions intégrables) n’était pas
adapté a 'analyse numérique. Se placer dans un espace de Sobolev permet de ramener la
formulation a sa forme variationnelle et de ’approcher a I’aide d’une méthode d’éléments finis,
[9, 34]. On bénéficie en particulier de tous les outils qui ont été développés sur les éléments
finis frontieres, [30, 14, 11].

Formulations variationnelles continue et approchée. La formulation variationnelle de
(5.10) peut s’écrire sous la forme suivante (toujours en utilisant la décomposition (5.17) et en

notant V' = H&éQ(j)) :

(5.23) Trouver I €V t.q. a(I,y) =L(v), Vp €V
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avec

P) = /11 /11 In B _1 Z,H’@’)W@)dz'dz + /11 /11 K(x — (VP (2)dede!

(5.24) .
() =< £, >vv= [ 1)
1
On introduit V;, C V un sous-espace de dimension finie n de V. La discrétisation de (5.23)
consiste simplement & poser le méme probleme dans V}, c’est a dire :

(5.25) Trouver I € Vj t.q. a(Ih,¢h) = Eh(’l/Jh), Yy, € Vy,

ol on suppose que le champ incident a été approché par fy et €5 () = / frn(2)9(2)dz. Si

on considérait un fil de forme quelconque, il faudrait introduire une approximation du fil, et
donc considérer des formes approchées ax(.,.), £ (.).

On utilise une approximation par éléments finis de Lagrange d’ordre m : Dintervalle
[—1,1] est découpé en N + 1 éléments K; = [z;_1,zi],i = 1, N + 1, avec zp = —1, zy4+1 = 1,
z; = zj_1 + h;. On note h = max h;. L’espace V est approché par

= {yn € C°T), ¥n/k, € P™, Vi, i(+1) =0}

ou P™ est l’espace des polynomes de degré m. On peut facilement vérifier que V" C V, Vm S
1. On note (a€),i = 1,m+1 Les degrés de libertés d’un élément K (points du segment K), e

K a fonctlon de base associée au degré de liberté a de ’élément K, c’est a dire la fonctlon
de P telle que p; Ka a; Ky = 0ij, Vi,j = 1,m+1. On notera sans indice K les degrés de liberté
et fonctions de bases globales (a;,p;,i = 1,n).

Estimation d’erreur. Des estimations d’erreur ont été établies pour un probléeme abstrait
ou l'opérateur se décompose en coercif + compact (cf [13], [30]). En vérifiant qu’on se trouve
bien dans les conditions d’application de ces résultats, Mazari montre que

Théoréme 5 Le probléme approché (5.25) admet une solution unique I, € Vj,. De plus, si
I €V est la solution de (5.23) et si I € HSTY(J), pour 0 < s < m, alors on a :

(5.26) 11 = Iully < € (K2 | Tl yosa 7y + 1F = Fallye)

Pour savoir quel ordre de convergence on peut espérer il faut donc avoir une idée de la
régularité de la solution. Sans hypothese supplémentaire sur le second membre, elle montre
qu’on ne pas espérer mieux que I € H' ¢(J), Ve > 0. Mais par ailleurs on a aussi une
estimation de stabilité

I =Dl < C Il

qui permet d’obtenir (par interpolation), pour I € H* (J) NV

(5.27) 11 = Tully < C (W27 Tl goey + 1 = Filly)
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5.4 Mise en oeuvre numérique

Calcul du courant I. En pratique, on utilise des éléments finis P'. Les degrés de liberté
correspondent donc aux valeurs du courant aux noeuds du maillage, nous les notons [;,7 =
0, N 4+ 1. Les conditions aux limites sont traduites par

Iy =INt1=0

Les fonctions de base sont les fonctions chapeaux, pour s =1, N :

Z = Zi—1 .
Tl siz € [zi—1, 2]
pi(z) = ZHL 72 ¢ [Zis Zit1]
hiy1
0 sinon

Le courant approché se représente par :

N
(5.28) In(z) =Y Lipi(2)
i=1

et on le calcule comme la solution de

N

(5.29) > La(pi,pj) = 4(p;), Vj =1,N
=1

ce qui revient a résoudre le systeme linéaire
(5.30) Ap I, = Fp,
ou I est le vecteur des I; et

1 1
(A =aloip) = [ [ 6=y () = () ()i
(5.31) o

1
(Fu); = £(p;) = /_ @)z

Pour le calcul de la matrice Ap on utilise Pexpression (5.13) du noyau, et on tronque la
somme (5.12) & n = 4 (le reste est estimé inférieur & 2.10°8, [1]). La matrice Ap est une
matrice complexe symétrique (non hermitienne). Le calcul des coefficients de la matrice Ap,
se fait en utilisant une méthode d’assemblage standard : & chaque degré de liberté j on associe
deux segments K ]i qui supportent la fonction da base associée, et on écrit

(A= X [ [ 6= EnEnE) - hew )

gj=% g;==%

On est donc ramené a calculer des contributions élémentaires du type
(5.32) My = / / G(z — 2)p(2)p()dzd?
Ki JK;
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olt ¢ (resp. ¢) est une des deux fonctions de base sur ’élément K; (resp. Kj).

La difficulté essentielle provient de 'intégration de la singularité du noyau. La méthode est
classique en équations intégrales (cf §3.4.1 pour ’équation intégrale complete) : on distingue
deux cas suivant que les segments sont adjacents ou confondus.

Dans le premier cas (segments disjoints) il n’y a pas de singularité et on peut utiliser
des formules de quadratures (formule de Gauss-Legendre, [1, 39, 40]) pour approcher les
intégrales. En pratique, on a intérét a utiliser un nombre de points de quadrature qui dépend
de la distance entre les segments considéré. Mazari propose d’utiliser une formule & N; points
sur K;, avec N; = max(2,E((ﬁ) olt d;j = %|(zz-,1 +2;) — (zj—1 + zj)|.

Dans le second cas, on isg{e la singularité du noyau puis on l'intégre une premiere fois
analytiquement (ce qui est rendu possible par des changements de variables qui permettent
de se ramener a intégrer simplement des produits de fonctions de base). Il reste alors a
intégrer numériquement une fonction du type logx f(z). Les formules de Gauss Legendre
sont tres mal adaptées dans ce cas a cause de la singularité logarithmique. On utilise plutot
des formules de quadrature & poids logarithmiques (cf [29]).

5.5 Conclusion

Nous avons vu que la méthode de Mazari présente de nombreux avantages par rapport aux
méthodes couramment utilisées, en particulier la méthode des moments. Notamment sa
stabilité est un atout considérable puisqu’elle permet d’approcher le courant avec une précision
tout & fait raisonnable en raffinant le maillage.

Cependant, cette méthode consiste a calculer non pas le courant sur le fil, mais sa moyenne
par rapport a la section du fil. On perd ainsi toute information provenant de la dépendance
par rapport a la variable angulaire, ce qui ne rend pas possible le calcul du champ proche
du fil. Sur des exemples, Mazari a montré qu’on peut calculer le champ, avec une précision
raisonnable, & une distance de environ max(10a, k). C’est évidemment un gain par rapport
a la méthode des moments (qui ne pouvait le calculer qu’a une distance d’environ 50a), mais
c’est quand méme une limitation. Pour résoudre cette difficulté, Mazari propose de faire un
“effet loupe” : apres avoir calculé le courant globalement sous I’hypothese filaire, elle introduit
localement un maillage surfacique sur la partie du fil & proximité de laquelle on veut calculer
le champ. Elle résout ensuite ’équation intégrale complete posée sur le maillage local, en
utilisant les résultats du calcul global pour déterminer les conditions aux limites.

On peut se demander s’il serait possible, comme pour le Laplacien, d’obtenir une approx-
imation filaire qui tienne compte de la dépendance par rapport a angle, ce qui permettrait
de calculer le champ proche sans avoir besoin d’utiliser un code 3D.

Remerciements. Tous mes remerciements & F. Collino pour ses notes personnelles et & A.
Mazari qui a répondu patiemment a toutes mes questions filaires...
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