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Chapitre 1Les équations de l'élastodynamiqueNous considérons ici la formulation en vitesse-contraintes de l'élastodynamique et nous propo-sons une nouvelle famille d'éléments �nis mixtes pour la discrétisation spatiale. Ces élémentsprésentent la spéci�cité d'imposer la symétrie du tenseur des contraintes de façon forte etde conduire à des schémas explicites (condensation de masse) après discrétisation en temps.L'analyse de convergence de ces éléments n'est pas immédiate. En e�et, dans ce cas on nepeut appliquer ni la théorie classique ni la théorie développée dans [13]. C'est pourquoi nousavons de nouveau modi�é la théorie abstraite a�n d'obtenir des estimations d'erreur.IntroductionNous sommes intéressés ici par la discrétisation en espace de la formulation en vitesse-contraintesde l'élastodynamique. En vue de la discrétisation en temps, et a�n d'obtenir un schéma expli-cite, nous devons choisir des espaces d'approximation permettant la condensation de masse.On pourrait penser qu'il su�t dans ce cas d'utiliser les éléments �nis Qdivk+1 � Qk introduitsdans [13]. Cependant en élasticité le tenseur des contraintes étant symétrique le bon espaced'approximation n'est pas un sous-espace de H(div) mais de Hsym(div), l'espace de tenseurssymétriques. Ceci induit une di�culté lorsqu'on approche le problème avec des éléments �-nis mixtes. Notamment, les méthodes d'éléments �nis mixtes introduites pour les problèmeselliptiques ([41, 38, 17]) ne conduisent pas à des approximations stables dans ce cas. Poursurmonter cette di�culté spéci�que à l'élasticité plusieurs méthodes ont été proposées.Dans [33] C. Johnson et B. Mercier ont introduit des éléments �nis �composites� (macro-éléments) qui prennent en compte la symétrie du tenseur des contraintes dans l'espace d'ap-proximation. Ces éléments ont été analysés pour le problème élastique bidimensionnel, en outreils peuvent également être utilisés dans le cas de la plasticité. Une autre famille d'éléments�nis mixtes avec des tenseurs des contraintes symétriques à été proposée par R. Stenberg[45]. Dans ce cas des fonctions bulles ont été systématiquement introduites pour stabiliser laméthode mixte.Une approche alternative, qui a eu beaucoup de succès, consiste à prendre en compte la symé-trie du tenseur des contraintes de façon faible en introduisant comme inconnue supplémentairele multiplicateur de Lagrange associé. Cette idée a été initialement introduite dans le cadrede la formulation hybride duale en contraintes par B.X. Fraijs de Veubeke [24]. Elle a étéensuite étudiée par M. Amara et J.M. Thomas [1]. Dans le cadre de la formulation mixte envitesse-contraintes, les premiers travaux basés sur la même idée, sont dus à D. N. Arnold, F.6



Brezzi et J. Douglas [2]. L'avantage principal de cette méthode est que l'espace d'approxima-tion pour les contraintes n'est plus nécessairement symétrique. Ce qui permet de généraliserà l'élasticité les méthodes d'éléments �nis mixtes développées pour les problèmes elliptiques([41, 38, 17]). Cette idée a été ensuite exploitée par plusieurs auteurs, ce qui a donné donnénaissance à des familles d'éléments �nis mixtes d'ordre élevé et stables pour le problème del'élasticité en deux et trois dimensions (cf. [18, 46, 37]).Ces di�érentes méthodes d'éléments �nis mixtes développées pour le problème stationnaire nesont pas compatibles avec la condensation de masse. C'est pourquoi nous proposons ici unenouvelle famille d'éléments �nis mixtes conduisant à des systèmes explicites en temps. Ceséléments utilisent des espaces de tenseurs symétriques car nous avons réalisé qu'a�n d'obtenirla condensation de masse il était nécessaire de suivre l'approche de la symétrie forte.Malgré la simplicité de ces éléments, l'analyse de convergence s'est avérée très délicate. D'unepart les hypothèses d'approximation classiques (cf. [19, 16, 6]), nécessaires pour obtenir desestimations d'erreur, ne sont pas satisfaites : défaut de coercivité. D'autre part nous n'avonspas réussi à montrer la condition inf-sup �forte� de la théorie abstraite introduite dans lecas scalaire [13]. Pour obtenir des estimations d'erreur nous avons été amenés à a�aiblir lacondition inf-sup et à renforcer les hypothèses d'approximation.La première partie de ce chapitre 1.1 est consacrée à la présentation de la nouvelle familled'éléments �nis en 2 et 3 dimensions. L'analyse de convergence de ces éléments est ensuiteétudiée dans la section 1.2. Comme dans le cas scalaire on étudie d'abord l'erreur de projectionelliptique, puis, en utilisant des techniques d'énergie, nous obtenons dans la section 1.3 desestimations d'erreur pour le problème d'évolution.1.1 Présentation de la nouvelle famille d'éléments �nis mixtes1.1.1 Le problème modèle : les équations de l'élastodynamiqueNotations. Dans ce qui suit, nous identi�erons l'espace des tenseurs 2� 2 à l'espace L(IR2)des applications linéaires de IR2 dans lui même, sur lequel nous dé�nissons la forme linéaire :as(�) = �12 � �21:(1.1)Ls(IR2) désignera le sous espace de L(IR2) des tenseurs symétriques :Ls(IR2) = �� 2 L(IR2) = as(�) = 0	 :(1.2)Nous munissons L(IR2) d'une structure euclidienne à l'aide du produit scalaire :� : � = �ij�ij; 8(�; �) 2 L(IR2);(1.3)j�j désignera la norme associée. À tout � dans L(IR2) nous associerons :�1 = � �11�12 � ; �2 = � �21�22 � :(1.4)Si maintenant, 
 désignant un ouvert de IR2, � désigne un champ de tenseurs sur 
 (� 2D0(
;L(IR2))), nous posons :div� = 24 div �1div �2 35 = 2664 @�11@x1 + @�12@x2@�21@x1 + @�22@x2 3775 :7



Finalement, pour tout (u; v) 2 L2(
)d (d=1,2,3), on note par (u; v)
 le produit scalairehabituel dans L2(
)d.Le problème de l'élastodynamique. Nous considérons maintenant que 
 est occupé parun milieu matériel et que u(x; t) désigne le champ des déplacements (plans) dans 
, à l'instantt (x 2 
; t > 0). Nous lui associons le tenseur des déformations "(u) :"ij(u) = 12 �@ui@xj + @uj@xi� :(1.5)Dans la suite, nous considérons également " comme un opérateur linéaire de D0(
; IR2) dansD0(
;Ls(IR2)). On se place dans l'hypothèse des petites déformations. Dans ce cas le dépla-cement est régi par les équations linéaires de l'élastodynamique%@2u@t2 � div �(u) = f;(1.6)où % = %(x) est la masse volumique qui véri�e0 < %� � %(x) � %+ < +1; p.p. x 2 
:(1.7)Il convient d'adjoindre à (1.6) des données initialesu(t = 0) = u0 ; @u@t (t = 0) = u1;(1.8)et une condition aux limites sur @
. Nous considérerons ici la condition de bord rigide :u = 0 sur @
:(1.9)Le tenseur des contraintes �(u) est relié au tenseur des déformations par la loi de Hooke�(u)(x; t) = C(x)"(u)(x; t);(1.10)où pour tout x dans 
, C(x) désigne une application linéaire, symétrique dé�nie positive deL(IR2) dans lui même, qui applique en outre Ls(IR2) dans Ls(IR2). Ceci revient à dire queC(x) est un tenseur 4�4 ayant les propriétés de symétrie et de positivité habituelles [5]. Nousposerons A(x) = C(x)�1 et supposerons que les propriétés de continuité et de coercivité deA(x) sont uniformes en x :0 < � j�j2 � A(x)� : � �M j�j2 ; 8� 2 Ls(IR2); p.p. x 2 
;(1.11)Les équations de l'élastodynamique dans 
 peuvent être écrites sous la forme d'un systèmehyperbolique du premier ordre dont les inconnues sont :8><>: v = @u@t : le champ de vitesses dans 
;� = �(u) : le champ de contraintes dans 
;8><>: %@v@t � div � = f;A@�@t � "(v) = 0;(1.12) 8



avec les conditions initiales v(0) = v0 � u1 ; �(0) = �0 � �(u0);(1.13)et la condition aux limites v = 0 on @
:(1.14)Remarque 1.1.1 Nous avons considéré ici la condition Dirichlet homogène sur @
 pour sim-pli�er la présentation. Le cas où la condition aux limites est une condition de Neumann surune partie du bord @
 est présenté dans [50] (chapitre 6). Ce cas se présente lorsque 
 est�ssuré ou encore lorsqu'un des bords est une surface libre. Cette condition sera alors prise encompte avec la méthode des domaines �ctifs.Formulation variationnelle �forte�. Les espace fonctionnels de base serontM = (L2(
; IR2))2; H = (L2(
;L(IR2)))4Nous introduisons par ailleurs : X = �� 2 H=div� 2M	(1.15)ainsi que le sous espace fermé de X des tenseurs symétriques :Xsym = �� 2 X = as(�) = 0	 :(1.16)Une formulation mixte du système (1.12, 1.14) s'écrit :8>>>>>><>>>>>>: Trouver (�; v) : [0; T ] 7�! Xsym �M tels queddta(�(t); �) + b(v(t); �) = 0 ; 8� 2 Xsym;ddtc(v(t); w) � b(w; �(t)) = (f;w) ; 8w 2M;(1.17)où nous avons posé : 8>>>>>>><>>>>>>>:
a(�; �) = Z
A� : �dx; 8(�; �) 2 H �H;c(v; w) = Z
 %v � wdx; 8(v; w) 2M �M;b(w; �) = Z
 div � � wdx; 8(w; �) 2 X �M:(1.18)

La forme bilinéaire a(�; �) (resp. b(�; �)) est continue dans H �H (resp. X �M). On peut doncdé�nir les opérateurs linéaires continus A : H ! H 0 par hA�; �iH0�H = a(�; �) et B : X !M 0par hB�;wiM 0�M = b(w; �) (H 0 est l'espace dual de H, et ainsi suite). Il est alors connu que9



les conditions suivantes sont satisfaites (cf. [19])������������������
(i) La condition inf-sup continue9 � > 0 / 8 w 2M; 9 � 2 X / b(w; �) � � kwkM k�kX :(ii) La coercivité de a(�; �) sur KerB9 � > 0 / 8 � 2 KerB; a(�; �) � � k�k2X ;avec KerB = �� 2 X / b(w; �) = 0; 8 w 2M	 :(1.19)

Pour obtenir la formulation (1.17) il est nécessaire de travailler dans l'espace des tenseur symé-triques Xsym. En e�et, l'opérateur �" n'est pas l'adjoint de la divergence dans tout l'espace X .Nous appellerons cette formulation �forte� car la symétrie du tenseur des contraintes est priseen compte dans l'espace Xsym. Cependant, on peut écrire une formulation équivalente à (1.17)tout en travaillant dans l'espace X. C'est la formulation �relaxée� proposée dans [2]. Dans cecas, la symétrie du tenseur des contraintes est considérée comme une contrainte égalité et elleest imposée avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La méthode des éléments �nismixtes que nous proposons est basée sur la formulation �forte�. Néanmoins, pour l'analyse deconvergence nous allons utiliser la formulation équivalente dans X .Formulation variationnelle �relaxée�. Nous présentons brièvement ici la formulation va-riationnelle proposée par D. N. Arnold, F. Brezzi et J. Douglas [2]. Si on pose 
 = 12 rotv(avec rotv = @v2@x1 � @v1@x2 ) , on obtient"(v) = rv � 
� où � = � 0 �11 0 � :On peut alors réécrire le problème de l'élastodynamique sous la forme suivante8>>>>><>>>>>: %@v@t � div � = f;A@�@t �rv + 
� = 0;as(�) = 0:(1.20)Les systèmes (1.20) et (1.12) sont équivalents : (�; v; 
) est une solution de (1.20) si et seulementsi 
 = 1=2 rotv et (�; v) est solution de (1.12). On introduit maintenant la formulationvariationnelle du problème (1.20)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
Trouver (�; v; 
) : [0; T ] 7�! X �M � L tels queddta(�(t); �) + b(v(t); �)+ (
;as(�))L = 0; 8� 2 X;ddtc(v(t); w) � b(w; �(t)) = (f;w); 8w 2M;(�; as(�))L = 0; 8� 2 L;(1.21)
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avec L = L2(
). Le problème (1.21) admet une solution unique (�; v; 
), qui est notammentla solution du système (1.20). Pour simpli�er les notations, on introduit la forme bilinéaired(�; �) continue dans L�H, dé�nie pard(�; �) = (�; as(�))L; 8(�; �) 2 L�H;et on associe à d(�; �) l'opérateur linéaire continu D : H ! L0 avec hD�; �iL0�L = d(�; �). Lespropriétés suivantes sont alors véri�ées (cf. [19])������������������
(i) La condition inf-sup continue9 � > 0 / 8 (w; �) 2M � L; 9 � 2 X /b(w; �) + d(�; �) � � �kwkM + k�kL� k�kX :(ii) La coercivité de a(�; �) sur V = KerB \KerD9 � > 0 / 8 � 2 V; a(�; �) � � k�k2X :(1.22)

Notons que V est caractérisé parV = �� 2 X / b(w; �) + d(�; �) = 0; 8 (w; �) 2M � L	 ;1.1.2 Construction de l'élément �ni de plus bas degréPour la suite de l'exposé, nous noterons Pk l'espace des polynômes de degré inférieur ouégal à k et Pk1k2 l'espace des polynômes dé�ni parPk1k2 = 8<:p(x1; x2) j p(x1; x2) = Xi�k1;j�k2 aijxi1xj29=; :(1.23)On suppose maintenant que 
 est une union de rectangles et on considère un maillage régulier(Th) de 
 composé de carrés (K) de coté h > 0. Nous considérons les espaces d'approximationdé�nis de façon générale parMh = fuh 2M = 8K 2 Th; uh jK 2 Pg ;Xh = ��h 2 X = 8K 2 Th; �h jK 2 Q	 ;Xhsym = n�h 2 Xh; = as(�h) = 0o ;(1.24)Pour obtenir la condensation de masse, nous devons déterminer les espaces des polynômes Pet Q de façon adéquate. Pour ce faire nous adoptons une approche constructive, qui exploitele caractère régulier du maillage. Notons que nous avons choisi de travailler avec la formula-tion �forte�, car elle est mieux adaptée à la condensation de masse (voir remarque 1.1.2). Le11



problème approché associé à cette formulation s'écrit alors sous la forme suivante8>>>>>><>>>>>>: Trouver (�h; vh) : [0; T ] 7�! Xhsym �Mh tels queddta(�h; �h) + b(vh; �h) = 0; 8�h 2 Xhsym;ddtc(vh; wh)� b(wh; �h) = (f;wh); 8wh 2Mh;(1.25)avec les conditions initiales �h(0) = �0;h ; vh(0) = v0;h:Notre objectif étant de construire les espaces d'approximation Xh et Mh de plus bas degré, ilparait naturel de dé�nir Mh à l'aide des fonctions constantes par morceaux,Mh = nvh 2M = 8K 2 Th; vh jK 2 (P0)2o :(1.26)Un choix possible pour Xh est alors l'élément de Raviart-Thomas de plus bas degré, RT[0]XhRT = ��h 2 X=8K 2 Th; (�h1; �h2) jK 2 (RT[0])2	 ; où RT[0] = P1;0 � P0;1:Ce choix n'est pas satisfaisant car l'espace XhRT \Xsym est trop petit pour constituer un bonespace d'approximation de Xsym : si �h est un tenseur symétrique dans XhRT , le terme extra-diagonal �12 est nécessairement constant! En e�et, dans chaque élément, �12 est linéaire dansla direction x2 et constant en x1 alors que �21 est linéaire en x1 et constant en x2. Imposer�12 = �21 implique qu'ils sont tous les deux constants par maille. En utilisant les relations decontinuité dans H(div) on démontre facilement qu'ils doivent être constants dans 
. Il s'agitd'une sorte de verrouillage numérique qui conduit à une mauvaise approximation de Xsym.Remarque 1.1.2 Dans la cadre de la formulation �relaxée� (1.21) on peut approcher le ten-seur des contraintes dans l'espace XRTh si on l'enrichit par des fonctions bulles (ceci pourstabiliser la méthode mixte). Cette approche à été développée dans [2, 46, 37]. Dans ce cas, ilfaut dé�nir également un espace d'approximation pour le multiplicateur de Lagrange,Lh = n�h 2 L=8K 2 Th; �h jK 2 L̂o ;(1.27)où L̂ est un espace de polynômes sur K. Le problème approché s'écrit alors sous la forme:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
Trouver (�h; vh; 
h) : [0; T ] 7�! Xh �Mh � Lh tels que :ddta(�h; �h) + b(vh; �h)+ (
h;as(�h))L = 0; 8�h 2 Xh;ddtc(vh; wh)� b(wh; �h) = (f;wh); 8wh 2Mh;(�h;as(�h))L = 0; 8�h 2 Lh:(1.28)

Cette formulation a été étudiée par plusieurs auteurs [2, 46, 37] dans le cas du problèmestationnaire. Sans entrer dans les détails (voir [50]) on veut expliquer ici pourquoi cette12



méthode n'est pas compatible avec la condensation de masse. En introduisant des bases deXh, Mh et Lh, le problème (1.28) peut s'écrire sous la forme matricielle suivante : trouver(�; V;�) 2 L2(0; T ; (IRN1))� L2(0; T ; (IRN2))� L2(0; T ; (IRN3)) tels que8>>>>><>>>>>: M� d�dt +BTV +DT� = 0;Mv dVdt �B� = F;D� = 0;(1.29)avec des notations évidentes que nous ne détaillons pas ici (cf [50]). La di�culté supplémen-taire dans ce cas vient du multiplicateur de Lagrange. En e�et, après discrétisation en tempsle système (1.29) s'écrit8>>>><>>>>: �n+1=2 = �n�1=2 ��tM�1� BTV n ��tM�1� DT�n;V n+1 = V n +�tM�1v B�n+1=2 +�tM�1v F n+1=2;DM�1� DT�n+1 = �DM�1� BTV noù �n+1=2 est la solution à l'instant (n + 1=2)�t et ainsi de suite. Pour obtenir alors unsystème explicite en temps il faut réaliser la condensation de masse sur les matrices M�, Mvet également sur DM�1� DT , ce qui parait particulièrement di�cile.C'est à cause de cette di�culté que avons choisi la formulation �forte�. Pour la constructionde notre espace d'approximation Xhsym nous avons été guidés par le théorème suivant.Théorème 1.1.1 Pour tout �h 2 Xh, avec Xh dé�ni par (1.24), nous avons�h 2 Xhsym , 264 � �11�22 � 2 H(div; 
)�12 = �21 2 H1(
) 375Démonstration. Nous allons prouver ici seulement l'implication directe, l'inverse étantévident. Rappelons d'abord que pour tout �h 2 Xh, nous avons �1 = � �11�12 � 2 H(div ; 
) et�2 = � �21�22 � 2 H(div; 
). Grâce à la géométrie particulière de notre maillage on déduit que� �11 et �21 sont continus dans la direction x1 et discontinus en x2, ce qui implique qu'ilspeuvent avoir un saut seulement à travers les arêtes verticales du maillage,� de même �12 et �22 peuvent admettre un saut seulement à travers les arêtes horizontalesdu maillage.Si de plus �h 2 Xhsym, alors �12 = �21 est continu à travers toutes les arêtes du maillageet donc il appartient à H1(
). Par ailleurs, pour tout K on a (�11; �22)t jK 2 H(div;K), deplus �11(resp. �22) est continu en x1(resp. en x2), on déduit alors que le vecteur (�11; �22)tappartient à H(div; 
). 13



Le Théorème 1.1.1 montre, que sur des maillages réguliers l'imposition de la symétrie dutenseur des contraintes d'une façon forte implique que �12 doit être approché dans un sousespace de H1. Pour dé�nir l'élément de plus bas degré nous avons donc choisi�12 2 H1(
)=8K 2 Th; �12 jK 2 Q1:Il nous reste à choisir un espace d'approximation de H(div; 
) pour le vecteur (�11; �22)t. Lechoix le plus naturel est alors, l'élément de Raviart-Thomas de plus bas degré RT[0]:fXhsym = ��h 2 X=8K 2 Th; �12 jK 2 Q1 and (�11; �22) jK 2 RT[0]	 :Néanmoins, une fois de plus, ce choix n'est pas satisfaisant car il n'est pas compatible avec lacondensation de masse. La di�culté vient du fait que les degrés de liberté sont associés soitaux arêtes (pour (�11; �22)) soit aux sommets (pour �12) des éléments, comme nous l'avonsillustré dans la �gure 1.1. En e�et, pour obtenir un schéma explicite en temps, nous allons
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Fig. 1.1: Degrés de liberté associés au tenseur des contraintes pour l'espace eXsymh .utiliser des techniques de condensation de masse pour approcher la matrice associée à la formebilinéaire a(�h; �h) (celle associée à c(vh; wh) étant déjà diagonale pour les fonctions de basehabituelles de Mh). Plus précisément, cela consiste à approcher a(�h; �h) parah(�h; �h) = XK2Th IK(A�h : �h);où IK est une formule de quadrature judicieusement choisie a�n de conduire à une matriceapprochée diagonale (ou diagonale par bloc). Malheureusement, nous n'avons pas réussi àtrouver une telle formule.C'est pourquoi nous proposons un autre espace d'approximation pour H(div; 
). L'idée estde regrouper tous les degrés de liberté aux points de quadrature, ie., les sommets des éléments.Le choix adéquat est alors l'élément de plus bas degré de la deuxième famille de Nédélec [39] :�qh 2 H(div; 
) tel que qh jK 2 (Q1(K))2 8K 2 Th	 ;ce qui correspond à dé�nir l'espace Xhsym parXhsym = ��12 2 H1(
)=�12 jK ; 8K 2 Th et(�11; �22) 2 H(div; 
)=(�11; �22) jK 2 (Q1)2; 8K 2 Th	 :14



Maintenant, tous les degrés de liberté sont associés aux sommets des éléments (voir �gures1.2 et 1.3). Dans ce cas, l'utilisation de la formule de quadrature habituelle :Zk fdx � IK(f) = h24 XMsommets de K f(M); 8f 2 Co(K);(1.30)conduit à une matrice ah(�h; �h) diagonale par bloc. Chaque bloc correspond à un noeud dumaillage et sa dimension est égale au nombre de degrés associés à ce noeud (ie, 5 voir Fig. 1.3).
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Fig. 1.2: Degrés de liberté pour le nouvel élément �ni : associés au tenseur des contraintes (àgauche et au centre) et à la vitesse (à droite).
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g Fig. 1.3: Les degrés de liberté associés à un noeud du maillage.1.1.3 Extension aux ordres supérieurs et condensation de masseLa généralisation naturelle de l'élément �ni de plus bas degré, que nous avons présentédans la section précédente, est l'élément d'ordre k + 1 dé�ni parMh = �uh 2M=8K 2 Th; uh jK 2 (Qk)2	Xh = ��h 2 X=8K 2 Th; �h jK 2 (Qk+1)4	Xhsym = n�h 2 Xh=as(�h) = 0o = Xh \Xsym(1.31)Dans ce qui suit nous appellerons cet élément Qk+1 �Qk.Remarque 1.1.3 La famille des éléments �nis dé�nie par (1.31) est la généralisation natu-relle des éléments �nis Qdivk+1 �Qk présentés dans [13]. En e�et, soit Xh �Mh les espaces:8<: Xh = fqh 2 X / 8K 2 Th; qhjK 2 Qk+1 �Qk+1g ;Mh = fwh 2M / 8K 2 Th; whjK 2 Qkg ;(1.32) 15



on peut alors réécrire (1.31) commeMh =Mh �Mh; Xh = Xh �Xh; Xhsym = Xh \Xsym:Nous nous restreignons ici aux éléments �nis correspondant à k = 1; 2 qu'on utilise en pratique.Les degrés de liberté associés à ces éléments sont illustrés dans les �gures 1.4 et 1.5. La position
y

3

y
2

y
1

x1 x3

54

3 4

5

v vx1 x2

v

v

y
1

y
2

σ

σ

σ

σ σ σ
x2

4

5 54

2 2

22
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Fig. 1.5: Degrés de liberté pour l'élément Q3 �Q2.des degrés de liberté correspond aux produits tensoriels des points de quadrature des formulesde Gauss-Lobatto pour � et de Gauss-Legendre pour v. Pour obtenir la condensation de masseon approche les intégrales dé�nissant les matrices a(�h; �h) et c(vh; wh) par les formules dequadrature de Gauss-Lobatto et de Gauss-Legendre respectivement. On obtient alors,� une matrice ah(�h; �h) approchée, diagonale par bloc. Chaque bloc correspond à un pointde quadrature et sa dimension varie entre 3�3, pour les noeuds intérieurs aux éléments,et 5� 5 pour les sommets.� une matrice ch(vh; wh) diagonale.On peut remarquer que l'espace Mh étant choisi discontinu la matrice c(uh; vh) est toujoursdiagonale par blocs (la taille de ces blocs dépend seulement de l'élément �ni considéré : pourQk on obtient de blocs (k+1)2� (k+1)2). Toutefois l'utilisation d'une formule de quadraturepermet l'obtention d'une matrice diagonale. 16



1.1.4 Extension au cas tridimensionnelNous allons présenter ici la généralisation de la nouvelle famille d'éléments �nis mixtes aucas tridimensionnel. Nous considérons seulement l'élément �ni de plus bas degré, son extensionaux ordres supérieurs se réalise, sans di�culté, en utilisant des techniques similaires à cellesque nous avons présentées dans le cas 2D.Présentation du problème en 3D. Soit 
 un ouvert de IR3, occupé par un milieu élas-tique. Les équations de l'élastodynamique qui régissent la propagation des ondes dans 
 sonttoujours décrites par le système hyperbolique du premier ordre (1.12) auquel on associe desdonnées initiales et la condition aux limites (1.14). Comme dans le cas 2D, on identi�e l'espacedes tenseurs 3� 3 à l'espace L(IR3) des applications linéaires de IR3 dans lui même, sur lequelon dé�nit la forme linéaire :~as(�) = (�12 � �21; �13 � �31; �23 � �32):(1.33)Ls(IR3) désignera le sous espace des tenseurs symétriques :Ls(IR3) = �� 2 L(IR3) = ~as(�) = 0	 :(1.34)En�n, à tout � dans L(IR3) nous associerons :�1 = 24 �11�12�13 35 ; �2 = 24 �21�22�23 35 ; �3 = 24 �31�32�33 35(1.35)et nous posons : div� = 266664 div �1div �2div �3
377775 = 26666664 @�11@x1 + @�12@x2 + @�13@x3@�21@x1 + @�22@x2 + @�23@x3@�31@x1 + @�32@x2 + @�33@x3

37777775 :(1.36)
Les espace fonctionnels de base sont M = (L2(
; IR3))2 et H = (L2(
;L(IR3))2) munis deleur structure hilbertienne naturelle. Nous introduisons également les espaces X et Xsymdé�nis par les relations (1.15) et (1.16) respectivement. La formulation mixte du problème del'élastodynamique que nous considérons est donnée par le système (1.17).L'élément �ni de plus bas degré. Pour simpli�er la présentation et sans perte de géné-ralité nous allons considérer le cas où 
 est le cube ]0; 1[�]0; 1[�]0; 1[, découpé en un maillagede petits cubes de taille h = 1=N . Nous désignerons par Th le maillage ainsi construit et parK un cube quelconque de ce maillage.En suivant la même technique que dans le cas bidimensionnel, on peut montrer que lacondition de symétrie �forte� sur des maillage réguliers implique que� (�11; �22; �33) 2 H(div; 
) car �11 est continu en x1, �22 en x2 et �33 en x3,17



� �12, �13 et �23 sont continus dans deux directions. Plus précisément, soit i; j; k unepermutation circulaire de 1; 2; 3, alorsxi ! �jk(�; xi) 2 L2xi(H1xj ;xk):L'extension naturelle de notre méthode dans le cas tridimensionnel consiste à dé�nir les espacesd'approximation Xh � X; Xhsym � Xsym et Mh �M par (1.24) avecQ = (Q1)9; P = (Q0)3:Dans ce cas aussi tous les degrés de liberté du tenseur des contraintes sont associés aux mêmespoints : les sommets des éléments K. Nous avons illustré sur la �gure 1.6 les degrés de libertépour le nouvel élément �ni : nous avons représenté d'une part les composantes �11, �22 et �33
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Fig. 1.6: Degrés de liberté associés au tenseur des contraintes (à gauche et au centre) et à lavitesse (à droite).par des �èches qui indiquent l'unique direction dans laquelle chacune de ces composantes estcontinue, d'autre part les composantes �12, �13 et �23 par des croix qui montrent, les deuxdirections de continuité de chaque composante. Nous considérons maintenant un noeud dumaillage, i.e un sommet qui est commun à huit cubes, nous avons alors 18 degrés de libertéassociés à ce sommet (voir �gure 1.7). Pour obtenir la condensation de masse on approche lamatrice associée à la forme bilinéaire a(�h; �h) avec la formule de quadrature suivanteZk fdx � IK(f) = h38 XMsommets de K f(M); 8f 2 Co(K);(1.37)Dans ce cas la matrice approchée est diagonale par bloc, chaque bloc est associé à un sommetdu maillage et sa dimension est égale au nombre de degrés de liberté associés à ce sommet (cequi correspond ici à 18).Remarque 1.1.4 Le nombre de degrés de liberté associés au tenseur des contraintes étantassez important même pour l'élément de plus bas degré, le lecteur pourrait penser naturellementque notre méthode est assez chère. Cependant, grâce à la condensation de masse nous pouvonséliminer � et donc obtenir un schéma de deuxième ordre en temps, avec une seule inconnue,la vitesse. Dans ce cas, nous avons 3 inconnues par maille pour l'élément de plus bas degré.18
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Fig. 1.7: Degrés de liberté associés à un sommet du maillage.1.2 Analyse de la nouvelle famille d'éléments �nis mixtes pourun problème elliptique : le problème stationnaireDans ce qui suit, pour simpli�er la présentation, nous allons considérer le cas où 
 est le carré]0; 1[�]0; 1[, découpé en un maillage en carrés de taille h = 1=N . Nous désignerons par Th lemaillage ainsi construit et par K un élément quelconque de ce maillage. Soient Xh;Xhsym etMh les espaces d'approximation correspondant à la nouvelle famille d'éléments �nis mixtes,dé�nis de façon générale par (1.31).1.2.1 Le problème elliptique - formulation �forte�Le problème stationnaire associé au problème d'évolution (1.17) s'écrit8>>>><>>>>: Trouver (�; v) 2 Xsym �M tels quea(�; �)+ b(v; �) = 0 ; 8� 2 Xsym;b(w; �) = �(f;w); 8w 2M;(1.38)où a(�; �) et b(�; �) sont dé�nis par (1.18) et satisfont les propriétés (1.19). On sait alors (cf.[19]) que le problème (1.38) admet une solution unique (�; v) dans Xsym �M . Notre objectif19



est ici d'étudier le problème suivant8>>>><>>>>: Trouver (�h; vh) 2 Xhsym �Mh tels quea(�h; �h)+ b(vh; �h) = 0; 8�h 2 Xhsym;b(wh; �h) = �(f;wh); 8w 2Mh:(1.39)qui est le problème approché associé à (1.38).1.2.2 Di�cultés de l'analyse de convergenceNous avons d'abord essayé d'appliquer la théorie classique d'approximation de Babuska-Brezzi (cf. [19]). D'après cette théorie le problème (1.39) admet une solution unique (�h; vh)dans Xhsym �Mh avec (�h; vh) �! (�; v) 2 X �M;(1.40)sous les hypothèses suivantes(H0.0) 8f 2 Im B, Vh(f) 6= ;, avecVh(f) = n�h 2 Xhsym / b(wh; �h) = �(f;wh); 8 wh 2Mho(H0.1) La condition inf-sup discrète uniforme9 � > 0 indépendant de h tel que 8 wh 2Mh; 9 �h 2 Xhsym / b(wh; �h) � � kwhkM k�hkX :(H0.2) La coercivité de la forme a(�; �) sur Vh def= Vh(0)9 � > 0 indépendant de h tel que 8 �h 2 Vh; a(�h; �h) � � k�hk2X :(H0.3) Les propriétés d'approximation8><>: limh!0 inf�h2Xhsym k� � �hkX = 0; 8� 2 Xsym;limh!0 infwh2Mh kv � whkM = 0; 8v 2M:Cependant, comme dans le cas scalaire (cf. [13]) on peut montrer facilement que la nouvellefamille d'éléments �nis mixtes ne satisfait pas l'hypothèse (H0.2). Nous n'avons pas non plusréussi à appliquer la théorie abstraite développée dans [13], la di�culté principale provenantde la prise en compte �forte� de la symétrie du tenseur des contraintes (cf [50, 12]). Pourremédier à cette di�culté nous allons considérer pour l'analyse la formulation variationnelle�relaxée�. 20



1.2.3 Le problème elliptique - formulation �relaxée�Le problème stationnaire associé à (1.21) est8>>>>>>><>>>>>>>:
Trouver (�; v; 
) 2 X �M � L tels quea(�; �)+ b(v; �)+ (
;as(�))L = 0; 8� 2 X;b(w; �) = �(f;w); 8w 2M;(�; as(�))L = 0; 8� 2 L;(1.41)avec a(�; �) et b(�; �) dé�nis par (1.18). On peut réécrire (1.41) sous la forme suivante8>>>><>>>>: Trouver (�; v; 
) 2 X �M � L tels quea(�; �)+ eb(v; 
; �) = 0; 8� 2 X;eb(w; �;�) = �(f;w); 8(w; �) 2M � L;(1.42)où nous avons poséeb(w; �; �) = b(w; �) + (�; as(�))L; 8(�; w; �) 2 X �M � L:(1.43)On sait alors (cf. [2]) que les problèmes (1.42) et (1.38) sont équivalents. On introduit ensuiteLh, sous espace de dimension �nie de L et on considère le problème approché associé à (1.42)8>>>>>>><>>>>>>>:

Trouver (�h; vh; 
h) 2 Xh �Mh � Lh tels quea(�h; �h)+ b(vh; �h)+ (
h;as(�h))L = 0; 8�h 2 Xh;b(wh; �h) = �(f;wh); 8wh 2Mh;(�h;as(�h))L = 0; 8�h 2 Lh;(1.44)qui s'écrit aussi sous la forme suivante8>>>><>>>>: Trouver (�h; vh; 
h) 2 Xh �Mh � Lh tels quea(�h; �h)+ eb(vh; 
h; �h) = 0; 8�h 2 Xh;eb(wh; �h;�h) = �(f;wh); 8(wh; �h) 2Mh � Lh:(1.45)L'idée est maintenant de dé�nir l'espace Lh de façon à obtenir l'équivalence entre les problèmes(1.39) et (1.45). Cela nous permettra d'obtenir des estimations d'erreur pour le problème (1.39)à partir de celles du problème relaxé, qui sont plus faciles à obtenir. Toutefois, notons queles techniques classiques ne s'appliquent pas au problème relaxé. En e�et, on peut facilementmontrer que l'hypothèse (H0.2) (coercivité) n'est pas satisfaite (la preuve est la même que dansle cas scalaire [13]). Concernant maintenant la théorie abstraite développée pour le problèmescalaire nous n'avons pas réussi à montrer la condition inf-sup forte. Il faudra donc développerdes techniques originales pour obtenir les estimations d'erreur.Remarque 1.2.1 Notons que l'introduction du problème équivalent (1.45) est nécessaire seule-ment d'un point de vue technique pour l'analyse. En pratique on résout numériquement leproblème d'évolution correspondant à la formulation �forte�.21



1.2.4 Un résultat abstraitAvant de commencer, nous introduisons une �opée de notations nécessaires à l'expressionde notre résultat. Soient donc M; X; H et L quatre espaces de Hilbert, avecX � H; X dense dans H et j�jH � k�kX :(1.46)Nous noterons M 0; X 0; H 0 et L0 leur espace dual respectif. Pour l'application, nous aurons,H = (L2(
))4; X = (H(div; 
))2; M = (L2(
))2 et L = L2(
):Soient a(�; �), b(�; �) et d(�; �) trois formes bilinéaires continues dans H �H, M �X et L�Hrespectivement. On dé�nit eb(�; � ; �) pareb(w; �; �) = b(w; �) + d(�; �); 8(w; �; �) 2M � L�X:Nous verrons, dans ce qui suit, que les formes bilinéaires b(�; �) et d(�; �) joueront un rôledi�érent dans l'analyse. Essentiellement à cause du fait que leur continuité par rapport à ladeuxième variable � implique deux topologies di�érentes.Par la continuité de a(�; �), on peut introduire un opérateur A dans L(H), dé�ni para(�; �) = (A�; �)H ; 8 �; � 2 H �H:Nous introduisons par ailleurs les opérateurs B : X !M 0 et Bt :M ! X 0 dé�nis parhB�;wi = 
�;Btw� = b(w; �); 8(�; w) 2 X �M;et leur noyaux respectifs Ker B = �� 2 X / b(w; �) = 0; 8w 2M	 ;Ker Bt = �w 2M / b(w; �) = 0; 8� 2 X	 :De même, on dé�nit D : H ! L0 et Dt : L! H 0 parhD�; �i = 
�;Dt�� = d(�; �); 8(�; �) 2 H � L;et Ker D = �� 2 H / d(�; �) = 0; 8� 2 L	 ;Ker Dt = �� 2 L / d(�; �) = 0; 8� 2 H	 :Finalement, nous introduisons eB : X !M 0 � L0 et eBt :M � L! X 0 avecD eB� ;w; �E = D� ; eBt(w; �)E = eb(w; �; �); 8(�; w; �) 2 X �M � L;et leur noyaux eB et eBt,Ker eB � V = n� 2 X / eb(w; �; �) = 0; 8(w; �) 2M � Lo ;Ker eBt � V t = n(w; �) 2M � L / eb(w; �; �) = 0; 8� 2 Xo :22



Dans ce qui suit, nous identi�erons l'espace quotient (M � L)=Ker eBt avec le complémentorthogonal de Ker eBt(M � L)=Ker eBt � (Ker eBt)?� n(w; �) 2M � L / (v; w)M + (
; �)L = 0;8 (v; 
) 2 Ker eBo ;et nous supposerons que les propriétés suivantes sont satisfaites (k(w; �)kM�L = kwkM +k�kL :) ���������� (i) 9 c > 0 / 8 (w; �) 2M � L; 9 � 2 X /eb(w; � ; �) � c k(w; �)k(M�L)=Ker eBt k�kX ;(ii) 9 � > 0 / 8 � 2 V; a(�; �) � � k�k2X ;(1.47)Nous sommes intéressés par l'approximation du problème suivant8>>>><>>>>: Trouver (�; v; 
) 2 X �M � L tels quea(�; �)+ eb(v; 
; �) = 0; 8� 2 X;eb(w; �;�) = �hf;wi ; 8(w; �) 2M � L;(1.48)avec f 2M 0. La théorie classique (voir [19]), nous permet alors (grâce aux hypothèses (1.47))d'obtenir le théorème suivant.Théorème 1.2.1 Pour tout (f; 0) 2 Im eB, le problème (1.48) admet une solution unique(�; v; 
) dans X � ((M � L)=Ker eBt). De plusk(v; 
)k(M�L)=Ker eBt + k�kX � C kfkM 0 :Soient maintenant Xh � X, Mh � M et Lh � L trois espaces d'approximation de dimension�nie. Nous considérons le problème approché suivant8>>>><>>>>: Trouver (�h; vh; 
h) 2 Xh �Mh � Lh tels quea(�h; �h)+ eb(vh; 
h; �h) = 0; 8�h 2 Xh;eb(wh; �h;�h) = �hf;whi ; 8(wh; �h) 2Mh � Lh:(1.49)Comme pour le problème continu, nous ne pouvons pas éviter l'introduction des notations quisuivent. Nous dé�nissons donc les opérateurs Bh : Xh !Mh et Bth :Mh ! Xh par(Bh�h; wh)M = ��h; Bthwh�X = b(wh; �h); 8(�h; wh) 2 Xh �Mh;et leur noyaux respectifsZh � Ker Bh = n�h 2 Xh / b(wh; �h) = 0; 8wh 2Mho ;Ker Bth = nwh 2Mh / b(wh; �h) = 0; 8�h 2 Xho :23



De même, Dh : Hh ! Lh et Dth : Lh ! Hh sont dé�nis par(Dh�h; �h)L = ��h;Dth�h�H = d(�h; �h); 8(�h; �h) 2 Xh � Lh;et nous avons Ker Dh = n�h 2 Xh / d(�h; �h) = 0; 8�h 2 Lho ;Ker Dth = n�h 2 Lh / d(�h; �h) = 0; 8�h 2 Xho :Finalement nous introduisons eBh : Xh !Mh � Lh, eBth :Mh � Lh ! Xh tels que� eBh�h;wh; �h�(M�L) = ��h; eBth(wh; �h)�X= eb(wh; �h;�h); 8�h 2 Xh; 8(wh; �h) 2Mh � Lh:et Vh � Ker eBh = n�h 2 Xh / eb(wh; �h;�h) = 0; 8(wh; �h) 2Mh � Lho ;Ker eBth = n(wh; �h) 2Mh � Lh / eb(wh; �h;�h) = 0; 8�h 2 Xho :La nouvelle théorie abstraite repose sur les hypothèses suivantes(H0) 8(f; 0) 2 Im eB; Vh(f) = n�h 2 Xh =eb(wh; �h; �h) = �(f;wh)o 6= ;.(H1) Décomposition orthogonale de Xh������ Xh = Xhs �Xhr (�h = � sh + � rh) ; Xhr � Zh;(� sh; � rh)H = 0; 8 (� sh; � rh) 2 Xhs �Xhr:(H2) Condition inf-sup discrète �faible� :���������� Il existe une constante � > 0, indépendante de h, telle que8 (wh; �h) 2Mh � Lh; 9 �h 2 Xh /eb(wh; �h; �h) � � k(wh; �h)k(M�L)=Ker Bth (k� shkX + j� rhjH):(H3) Condition de coercivité �faible� :������� Il existe une constante � > 0, indépendante de h, telle que8 �h 2 Vh; a(�h; �h) � ��k� shk2X + j� rhj2H� :24



(H4) Propriétés d'approximation �habituelles�8>>>><>>>>: limh!0 inf�sh2Xhs k� � � shkX = 0; 8� 2 X;limh!0 infwh2Mh kv � whkM = 0; 8u 2M;limh!0 inf�h2Lh k
 � �hkL = 0; 8
 2 L:(H4b) Propriété d'approximation supplémentaire sur Llimh!0 inf�(h)2�(h)r 



 � �(h)


L = 0; 8
 2 L;où �(h)r = n�(h) 2 L / d(�(h); � rh) = 0; 8� rh 2 Xhro :Remarque 1.2.2 Nous avons utilisé le terme �habituel� pour les propriétés d'approximation(H4), car elles sont très proches des hypothèses classiques. La seule di�érence concerne l'ap-proximation de l'espace X par Xhs au lieu de Xh. Au contraire, l'hypothèse (H4b) n'est pasclassique. En e�et, l'espace �(h)r est un sous espace de L de dimension in�nie et il n'est doncpas inclu dans Lh. En pratique, pour véri�er l'hypothèse (H4b), nous allons chercher à déter-miner L(h), un sous espace de dimension �nie de �(h)r , tel quelimh!0 inf�(h)2L(h) k
 � �(h)kL = 0 8
 2 L:(1.50)Cela nous permettra d'obtenir (H4b), car nous avonslimh!0 inf�(h)2�(h)r k
 � �(h)kL � limh!0 inf�(h)2L(h) k
 � �(h)kL 8
 2 L:Remarque 1.2.3 Notons que, par la densité de X dans H et l'hypothèse (H4), on obtientlimh!0 inf�sh2Xhs j� � � shjH = 0; 8� 2 H:Remarque 1.2.4 On peut aussi caractériser l'hypothèse (H0) par(H0)� (ii) Ker eBth = Ker eBt \ (Mh � Lh)Théorème 1.2.2 Sous les hypothèse (H0) à (H4b), le problème (1.49) admet une solutionunique (�h = �sh + �rh; vh; 
h) 2 Xh � ((Mh � Lh)=Ker eBth); avec� (�sh; vh; 
h) ! (�; v; 
) dans X �M � L;� �rh ! 0 dans H:Plus précisément, nous obtenons les estimations d'erreur suivantesj�rhjH + k� � �shkX + k(v � vh; 
 � 
h)k(M�L)=Ker eBth �� C ( inf�sh2Xhs k� � � shkX + infwh2Mh kv �whkM + inf�h2Lh k
 � �hkL+ infzsh2Xhs jA� � zshjH + inf�(h)2�(h)r k
 � �(h)kL) :(1.51)
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On déduit alors la convergence à partir de (1.51), grâce aux propriétés d'approximation (H4)et la remarque 1.2.3.Démonstration. (i) Existence et unicitéL'hypothèse (H3) implique la condition de coercivité discrète suivante (a priori non-uniforme),9�h > 0; 8�h 2 Vh ; a(�h; �h) � �h k�hk2X :(1.52)car en dimension �nie toutes les normes sont équivalentes. En utilisant ensuite (1.52) et (H0)nous obtenons (avec des techniques classiques) l'existence et l'unicité de la solution (�h; vh; 
h)du problème discret (1.49) dans Xh � ((Mh � Lh)=Ker eBth).(ii) Estimations d'erreur pour le terme � � �hLes grandes lignes de la démonstration reposent sur les techniques de la théorie classique.Notamment, nous allons utiliser d'une part l'inégalité triangulaire sur l'identité � � �h =� � �h + �h � �h où �h est un élément quelconque de Vh(f), d'autre part nous utiliseronsl'hypothèse de coercivité de la forme a pour estimer le terme �h � �h. La di�érence vient dufait que nous avons ici à travailler avec une norme spéci�que sur l'espace Xh,�h ! (k� shk2X + j� rhj2H) 12 ;car, c'est cette norme qui intervient dans les hypothèses de coercivité (H3) et de conditioninf-sup (H2). Ceci induit une di�culté technique car nous devons nous débarrasser systéma-tiquement de termes du type b(�; � rh), pour lesquels la norme k� rhkX intervienne naturellementpar la continuité de la forme b.La deuxième équation de (1.49), implique que �h appartient dans Vh(f). Donc, pour tout �hdans Vh(f) nous avons �h � �h 2 Vh: Nous pouvons écrire quea(�h � �h; �h � �h) = a(� � �h; �h � �h) + a(�h � �; �h � �h);(1.53)en prenant ensuite la di�érence entre la première équation du problème discret (1.49) et duproblème continu (1.48) on obtienta(�h � �; �h � �h) = eb(v � wh; 
 � �h;�h � �h); 8(wh; �h) 2Mh � Lh:(1.54)D'où en utilisant (H1), on aa(�h � �; �h � �h) = b(v � wh; �sh � � sh) + b(v; �rh � � rh) + d(
 � �h; �h � �h):(1.55)Nous avons ici utilisé le fait que b(wh; �rh � � rh) = 0, car Xhr � Zh. On veut maintenantremplacer dans (1.55) le terme b(u; �rh � �rh). Pour ce faire on utilise la première équation duproblème continu (1.48),������ a(�h � �; �h � �h) = b(v � wh; �sh � � sh)� a(�; �rh � � rh)� d(
; �rh � � rh) + d(
 � �h; �h � �h)= b(v � wh; �sh � � sh)� (A�; �rh � � rh)H � d(
; �rh � � rh) + d(
 � �h; �h � �h):(1.56)
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Grâce aux hypothèses (H1) et (H4), on obtienta(�h � �; �h � �h) = b(v � wh; �sh � � sh)� (A� � zsh; �rh � � rh)H� d(
 � �(h); �rh � � rh) + d(
 � �h; �h � �h);(1.57)pour tout couple (zsh; �(h)) 2 Xhs ��(h)r . En combinant ensuite (1.53), (1.56) et (1.57), il suita(�h � �h; �h � �h) = a(� � �h; �h � �h) + b(v � wh; �sh � � sh)� (A� � zsh; �rh � � rh)H � d(
 � �(h); �rh � � rh) + d(
 � �h; �h � �h);(1.58)d'où par (H3), on a���������� �(k�sh � � shk2X + j�rh � � rhj2H) � kak j� � �hjH j�h � �hjH + kbk kv �whkM k�sh � � shkX+ jA� � zshjH j�rh � � rhjH + kdk 


 � �(h)

L j�rh � � rhjH+ kdk k
 � �hkL j�h � �hjH :On déduit alors l'existence d'une constante C positive qui dépend de kak ; kbk ; kdk et � telleque, pour tout (�h; wh; �h; zsh; �(h)) 2 Vh(f)�Mh � Lh �Xhs � �(h)r nous avons (j� � �hjH �k�sh � � shkX + j�rh � � rhjH)k�sh � � shkX + j�rh � � rhjH � C � j� � � shjH + j� rhjH + kv � whkM + k
 � �hkL+ jA� � zshjH + k
 � �(h)kL � :(1.59)En utilisant ensuite l'inégalité triangulaire on obtient, pour tout �h 2 Vh(f)k� � �shkX + j�rhjH = k� � � sh + � sh � �shkX + j�rh � � rh + � rhjH� k� � � shkX + k� sh � �shkX + j�rh � � rhjH + j� rhjH ;ce qui implique en combinaison avec (1.59) que��������������
k� � �shkX + j�rhjH � (1 + C)� inf�h2Vh(f)�k� � � shkX + j� rhjH��+C � infwh2Mh kv � whkM + inf�h2Lh k
 � �hkL+ infzsh2Xhs jA� � zshjH + inf�(h)2�(h)r k
 � �(h)kL! :Pour conclure, rappelons que la condition inf-sup implique (cf. [19], Proposition 2.5)inf�h2Vh(f)�k� � � shkX + j� rhjH� � c1 inf�h2Xh �k� � � shkX + j� rhjH� ;27



en particulier inf�h2Vh(f)�k� � � shkX + j� rhjH� � c1 inf�sh2Xhs k� � � shkX :(iii) Estimations d'erreur sur les termes v � vh et 
 � 
hUne fois de plus nous utiliserons l'inégalité triangulairek(v � vh; 
 � 
h)k(M�L)=Ker eBth � k(vh � wh; 
h � �h)k(M�L)=Ker eBth +k(v � wh; 
 � �h)k(M�L)=Ker eBth ;(1.60)où (wh; �h) sont des éléments quelconques de Mh � Lh. Par l'hypothèse (H2), pour tout(wh; �h) 2Mh � Lh, nous avonsk(vh � wh; 
h � �h)k(M�L)=Ker eBth � 1� sup�h2Xh eb(vh � wh; 
h � �h; �h)

� sh

X + ��� rh��H :(1.61)En utilisant ensuite la décomposition orthogonale de �h (�h = � sh+� rh) et le fait que Xhr � Zh,on obtient l'expression suivante de eb(vh � wh; 
h � �h; �h)eb(vh � wh; 
h � �h; �h) = b(vh � wh; � sh) + d(
h � �h; � sh) + d(
h � �h; � rh)(1.62)On veut se débarrasser du terme b(vh�wh; � rh) dans l'équation ci-dessus. Pour cela, soustrayonsla première équation de (1.49) de la première équation de (1.48). On obtienta(� � �h; �h) +eb(v � vh; 
 � 
h; �h) = 0; 8�h 2 Xh:En particulier, pour tout � sh 2 Xhs, on aa(� � �h; � sh) + b(v � vh; � sh) + d(
 � 
h; � sh) = 0; 8� sh 2 Xhs;ce qui, en introduisant (wh; �h) 2Mh � Lh, peut s'écrirea(� � �h; � sh) + b(v � wh; � sh) + b(wh � vh; � sh) + d(
 � �h; � sh) + d(�h � 
h; � sh) = 0;que nous utilisons dans (1.62)b(vh � wh; � sh) + d(
h � �h; � sh) = a(� � �h; � sh) + b(v � wh; � sh) + d(
 � �h; � sh);pour obtenireb(vh � wh; 
h � �h; �h) = a(� � �h; � sh) + b(v � wh; � sh) + d(
 � �h; � sh) + d(
h � �h; � rh):(1.63)Le terme ���h ayant été déjà estimé dans (i), les termes b(v�wh; � sh) et d(
��h; � sh) pouvantêtre facilement majorés par C k� shkX (kv�whkM + k
 � �hkL), il ne reste plus qu'à étudier leterme d(
h � �h; � rh). Celui-ci, peut être réécrit comme suit (grâce à (H4b))d(
h � �h; � rh) = d(
h � 
; � rh) + d(
 � �h; � rh)= d(
h; � rh) + d(�(h) � 
; � rh) + d(
 � �h; � rh); 8�(h) 2 �(h)r :(1.64) 28



Prenons �h = � rh dans la première équation du problème discret (1.49), on obtienta(�h; � rh) + d(
h; � rh) = 0;ou, de façon équivalented(
h; � rh) = �a(�h; � rh) = �(A�h; � rh) = (zsh �A�h; � rh); 8zsh 2 Xhs:(1.65)À partir de (1.63) via (1.64) et (1.65), on obtient,eb(vh � wh; 
h � �h; �h) = a(� � �h; � sh) + b(v � wh; � sh) + d(
 � �h; � sh + � rh)+ (zsh �A�h; � rh) + d(�(h) � 
; � rh)� Cf j� � �hjH + kv �whkM + k
 � �hkL+ jzsh �A�hjH + k�(h) � 
kLg fk� shkX + j� rhjHg;(1.66)
où le terme jzsh �A�hjH peut être majoré parjzsh �A�hjH = jzsh �A� +A� �A�hjH � jzsh �A�jH + kakj� � �hjH :(1.67)En reportant (1.66) et (1.67) dans (1.60) et (1.61), on obtient �nalementk(v � vh; 
 � 
h)kM�L=Ker eBth � C 0nj� � �shjH + j�rhjH + infwh2Mh kv � whkM+ inf�h2Lh k
 � �hkM + infzsh2Xhs jzsh �A�jH + inf�(h)2�(h)r k�(h) � 
kL) :Remarque 1.2.5 Si Ker eBth = 0 (ce qui est vrai pour l'application), on obtient les estimationsd'erreur dans la norme habituelle k(v � vh; 
 � 
h)kM�L.Remarque 1.2.6 Le Théorème 1.2.2 peut être facilement généralisé dans le cas du problèmesuivant 8>>>><>>>>: Trouver (�; v; 
) 2 X �M � L tels quea(�; �)+ eb(v; 
; �) = (g; �)H ; 8� 2 X;eb(w; �;�) = �hf;wi ; 8(w; �) 2M � L;avec g 2 H. Les estimations d'erreur pour ce problème, sont alors légèrement di�érentes decelles obtenues précédemment. Plus précisément on obtientj�rhjH + k� � �shkX + k(v � vh; 
 � 
h)k(M�L)=Ker eBth � C( inf�sh2Xhs k� � � shkX+ infwh2Mh kv � whkM + inf�h2Lh k
 � �hkL+ infzsh2Xhs j(g �A�)� zshjH + inf�(h)2�(h)r k
 � �(h)kL) :(1.68)
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1.2.5 Application au problème élastiqueLes résultats principauxNous considérons ici le problème de l'élasticité. Les espaces fonctionnels de base sontH = (L2(
))4; X = (H(div ; 
))2; M = (L2(
))2 et L = L2(
):Les opérateurs abstraits B, D et A sont dé�nis parB� = div �; 8 � 2 X; D� = as(�) 8 � 2 H; A�(x) = A(x)�(x):(1.69)Pour la discrétisation du problème, nous considérons les espaces Xh; Mh correspondant à lanouvelle famille des éléments �nis mixtes, dé�nis par (1.31). Notre objectif est maintenant dedé�nir un espace Lh particulier qui nous permet d'obtenir l'équivalence entre les problèmes(1.39) et (1.45). Pour ce faire nous dé�nissons Lh par la relation suivanteLh = D(Xh) = as(Xh):(1.70)Dans ce cas, Dh est la restriction de l'opérateur continu D dans l'espace Xh. De plus:Lh = Im Dh; Xhsym = Ker Dh:Nous allons ensuite montrer que le problème (1.45) entre dans la cadre de la théorie abstraite,ce qui nous permettra d'obtenir les résultats suivants.Le premier résultat concerne l'équivalence entre les problèmes (1.39) et (1.45).Théorème 1.2.3 Supposons que les espaces Xh;Mh; Lh dé�nis en (1.31) et (1.70) satisfontles hypothèses (H0) à (H4b), alors le problème (1.45) admet une solution unique (�h; vh; 
h) 2Xh �Mh � Lh avec (�h; vh) l'unique solution du problème (1.39).Le résultat principal de cette section est le théorème de convergence suivant. On se restreintici au cas des éléments �nis correspondant à k = 0; 1 et 2 pour des raisons techniques (voirremarque 1.2.9).Théorème 1.2.4 Supposons k � 2. Soient (�h; vh; 
h) 2 Xh�Mh�Lh et (�; v; 
) 2 X�M�Lles solutions des problèmes (1.45) et (1.42) respectivement, alors (�h = �sh + �rh)� (�sh; vh; 
h)! (�; v; 
) dans (H(div ; 
))2 � (L2(
))2 � L2(
),� �rh ! 0 dans (L2(
))4.De plus, si la solution est su�samment régulière, i.e., (�; v; 
) 2 (Hm(
))4 � (Hm(
))2 �Hm(
) et (A�;div � 2 (Hm(
))4�(Hm(
))2 pour m = k+1, alors on obtient les estimationsd'erreur suivantes ( on note par j � j(Hm)d la semi-norme habituelle dans (Hm)d)k� � �shk(H(div))2 + j�rhj(L2)4 + kv � vhk(L2)2 + k
 � 
hkL2 �� C hm (j�j(Hm)4 + jdiv(�)j(Hm)2 + jvj(Hm)2 + jA�j(Hm)4):(1.71) 30



Pour prouver les théorèmes 1.2.3 et 1.2.4, nous allons appliquer la théorie abstraite, présen-tée dans la section précédente, au problème continu (1.42) et son approximation (1.45). Lesétapes principales de la démonstration sont les suivantes. On commence par justi�er le choixde l'espace Lh dé�ni par (1.70), puis, nous caractérisons cet espace à l'aide des fonctions debase locales. Dans un deuxième temps, nous véri�ons les hypothèses (H0)-(H4) pour la nou-velle famille d'éléments �nis mixtes. Finalement, on obtient les estimations d'erreur (1.71) enutilisant les résultats d'interpolation habituels (cf. [43]) dans les espaces Xhs;Mh; Lh (voirsection 1.2.5-d et lemme 1.2.3).Remarque 1.2.7 Le Théorème 1.2.4 nous donne des estimations d'erreur pour l'approxima-tion de la formulation relaxée. Ceci nous permet d'obtenir les estimations d'erreur pour laformulation forte, car nous avons d'une part l'équivalence entre les deux formulation (relaxéeet forte) du problème continu et d'autre part grâce au Théorème 1.2.3 l'équivalence entre lesdeux formulation (relaxée et forte) du problème discret.Remarque 1.2.8 Le Théorème 1.2.4 implique la convergence de �h vers � seulement dansl'espace H (c.à.d, (L2)4). Pour obtenir une bonne approximation du tenseur de contraintesdans l'espace X (c.à.d, (H(div))2), il su�t de projeter la solution discrète �h sur l'espace Xhs.Cela consiste à calculer �sh. Dans le cadre de notre application, il s'agit d'un post-traitementqui est particulièrement facile, car il est local.Remarque 1.2.9 Nous montrerons dans la section 1.2.5, que l'obtention du résultat de conver-gence pour k quelconque se ramène à véri�er qu'une certaine matrice rectangulaire est de rangplein. Il nous a semblé di�cile de véri�er cette propriété à la main. C'est pourquoi, nous avonsimplémenté un algorithme avec MAPLE qui nous a permis de la véri�er pour k = 0; 1 et 2.Pour des k supérieurs on pourrait utiliser la même méthode bien que nous ne l'ayons pas fait.Équivalence avec le problème relaxé : Caractérisation de l'espace LhLa démonstration des théorèmes 1.2.3 et 1.2.4 est une conséquence immédiate du lemmesuivant. Il nous restera alors à véri�er que les hypothèses de ce Lemme sont satisfaites pour lechoix particulier de Lh que nous avons fait. Ceci sera l'objet des deux prochains paragraphes.Lemme 1.2.1 Supposons que les espaces Xh;Mh; Lh dé�nis en (1.31) et (1.70) satisfont leshypothèses (H0) à (H4b), alors les théorèmes 1.2.3 et 1.2.4 sont vrais.Démonstration. (i) Existence et unicité de la solution du problème (1.45)Tout d'abord, notons que les hypothèses (H0) à (H4b) entraînent l'existence et l'unicité de lasolution du problème (1.45). Ceci est une conséquence directe du théorème 1.2.1.(ii) Existence et unicité de la solution du problème (1.39)Nous remarquons que choisir Lh = D(Xh) implique la caractérisation suivante de Vh(f)Vh(f) � n�h 2 Xhsym / b(wh; �h) = �(f;wh); 8wh 2Mho :(1.72)En fait, l'égalité eb(wh; �h; �h) = �(f;wh) qui est vraie pour tout couple (wh; �h) impliqueen particulier, en choisissant wh = 0, que d(�h; �h) = (D�h; �h) = 0 pour tout �h dans Lh.Puis, en prenant �h = D�h 2 Lh, on obtient facilement D�h = 0, soit, en d'autres termes31



�h 2 Xhsym. Maintenant, il su�t de remarquer que eb(wh; �h; �h) = b(wh; �h) lorsque �h estélément de Xhsym, pour déduire queVh(f) � n�h 2 Xhsym / b(wh; �h) = �(f;wh); 8wh 2Mho :L'inclusion inverse est immédiate. Finalement les hypothèses (H0), (H1) et (H3) impliquent(de par l'équivalence des normes en dimension �nie) le résultat de coercivité discrète9�h > 0; 8�h 2 Vh(0); a(�h; �h) � �h k�hk2X :(1.73)Il su�t pour conclure d'utiliser la théorie classique des problèmes mixtes, (hypothèse (H0),(1.72) et la condition de coercivité discrète (1.73)) pour obtenir l'existence et l'unicité de lasolution (�h; vh) du problème discret (1.39) dans Xhsym �Mh (Ker Bth = 0).(iii) Équivalence entre les problèmes (1.45) et (1.39)Soit (�h; vh; 
h) 2 Xh�Mh�Lh la solution de (1.45), il est clair que �h est dans Vh(f), ce quiimplique, cf. (1.72), que �h 2 Xhsym. Prenant ensuite �h 2 Xhsym dans la première équationdu problème (1.45), on obtient que (�h; vh) est aussi la solution du problème (1.39).Nous caractérisons maintenant l'espace Lh. Introduisons les espaces suivants :� L'espace de fonctions Qk discontinuesQdh;k = �qh 2 L2(
) / 8K 2 Th; qhjK 2 Qk	 :� L'espace de fonctions Qk continuesQch;k = �qh 2 H1(
) / 8K 2 Th; qhjK 2 Qk	 :Nous dé�nissons eLh � L comme suitDé�nition: eLh est le sous espace de Qdh;k+1, dé�ni à l'aide des fonctions Qk+1 discontinuesqui satisfont une relation supplémentaire à chaque sommet intérieur du maillage Th. Plusprécisément, notons qk; 1 � k � 4 les 4 valeurs de la fonction qh 2 eLh associée à un sommetintérieur Mj du maillage Th (voir Figure 1.8), alors la relation suivante doit être satisfaiteq1 + q3 = q2 + q4:(1.74)
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2Fig. 1.8: Degrés de liberté associés à un sommet intérieur du maillage.Lemme 1.2.2 L'espace Lh = D(Xh) est un sous espace de eLh.32



Démonstration. Par dé�nition de Lh, on a:8�h 2 Lh; 9�h 2 Xh tel que �h = as(�h) = �21h � �12h :Utilisant ensuite la dé�nition de Xh on déduit que8K 2 Th; �hjK 2 Qk+1:Pour conclure, il reste à prouver que �h satisfait aussi la relation locale (1.74) à chaque sommetintérieur du maillage. En e�et, considérons Mj un sommet intérieur du maillage (illustré parla Figure 1.9). Par dé�nition de as(.), on a�K1��Mj = �21K1��Mj� �12K1��Mj ; �K2 ��Mj = �21K2��Mj� �12K2��Mj ;�K3��Mj = �21K3��Mj� �12K3��Mj ; �K4 ��Mj = �21K4��Mj� �12K4��Mj ;où �Ki��Mj désigne la valeur de �h jKi (la restriction de la fonction �h dans l'élément Ki) aupoint Mj (de même pour �12h et �21h ).Les relations de continuité dans Xh impliquent les égalités suivantes
����� b;21Mj �d;12MjK3

K4 K1
K2

�h;21Mj�g;12Mj
Fig. 1.9: Relations de continuité dans Xh.�21K1��Mj = �21K4��Mj � �h;21Mj ; �21K2��Mj = �21K3��Mj � � b;21Mj ;�12K1��Mj = �12K2��Mj � �d;12Mj ; �12K3��Mj = �12K4��Mj � �g;12Mj ;d'où, on obtient �K1��Mj = �h;21Mj � �d;12Mj ; �K2��Mj = � b;21Mj � �d;12Mj ;�K3��Mj = � b;21Mj � �g;12Mj ; �K4��Mj = �h;21Mj � �g;12Mj :On peut alors montrer facilement que�K1 ��Mj + �K3��Mj = �K2��Mj + �K4 ��Mj :Le résultat suivant termine la caractérisation de l'espace Lh.Théorème 1.2.5 La dimension de Lh est égale à la dimension de l'espace eLh, ce qui impliqueLh = eLh:33



Démonstration. Nous commençons par le calcul de la dimension de eLh.Dim eLh = Dim Qdh;k+1 � Le nombre des sommets intérieurs= N2 (k + 2)2 � (N � 1)2 = N2(k2 + 4k + 3) + 2N � 1:D'autre part, on a Dim Lh = Dim Xh �Dim Xhsym;(1.75)car Lh = D(Xh) � Im Dh et Xhsym = Ker Dh. Considérons Xh comme un sous espace de�Qdh;k+1�4, on a alorsDim Xh = Dim Qdh;k+1 � 4� Nombre des relations de continuité:(1.76)Comme �11h ; �21h (resp. �12h ; �22h ) sont continus à travers les arêtes verticales (resp. horizon-tales), le nombre des relations de continuité dans Xh est donné parNom. de relations de continuité = Nom. des arêtes � Nom. de deg. de lib. par arête � 2= 2N(N � 1)� (k + 2)� 2:En reportant ceci dans (1.76), on obtientDim Xh = 4N2(k2 + 3k + 2) + 4N(k + 2):(1.77)Pour calculer la dimension deXhsym, on le décompose comme la somme directe de deux espacescorrespondant à la décomposition d'un tenseur en une partie diagonale et une extra-diagonale,Xhsym = Xhsym;d +Xhsym;e;(1.78)où Xhsym;d est isomorphe à�(�11h ; �22h ) 2 H(div); 8K 2 Th; (�11h ; �22h ) jK 2 (Qk+1)2	 ;Xhsym;e est isomorphe à ��12h = �21h 2 H1 / 8K 2 Th; �12h jK 2 Qk+1	 :On obtient alorsDim Xhsym;e = Dim Qch;k+1 = (N + 1)2 + 2N(N + 1)k +N2k2;(1.79)et (comme pour le calcul de Dim Xh),Dim Xhsym;d = Dim Qdh;k+1 � 2� Nom. des relations de continuité= 2N2(k + 2)2 � 2N(N � 1)� (k + 2)= 2N2(k2 + 3k + 2) + 2N(k + 2) (= 12DimXh);(1.80)
34



En reportant (1.79) et (1.80) dans (1.78), on obtientDim Xhsym = Dim Xhsym;d +Dim Xhsym;e= N2(3k2 + 8k + 5) +N(4k + 6) + 1:(1.81)À partir de (1.75) via (1.77) et (1.81), on aDimLh = 4N2(k2 + 3k + 2) + 4N(k + 2)�N2(3k2 + 8k + 5)�N(4k + 6)� 1= N2(k2 + 4k + 3) + 2N � 1:Dans ce qui suit, nous poserons NLh = DimLh et noterons parfqj ; 1 � j � NLhg(1.82)les fonctions de base de Lh associées aux degrés de liberté suivants (nous distinguerons ici lessommets des éléments, des autres �noeuds�, qui correspond à un maillage plus �n obtenu parla division de chaque élément K en k2 carrés égaux):� Degrés de liberté associés au bord du maillage:� La valeur de la fonction en chaque sommet du domaine 
, noeud de type 1, (il yen a 4),� La valeur de la fonction en chaque noeud du bord, intérieur à une arête du maillage,noeud de type 2 (il y en a 4kN),� Les deux valeurs de la fonction en chaque point du bord, qui est un sommet d'unélément, (di�érent des 4 sommets de 
), noeud de type 3 (il y en a 4(N � 1)� 2).� Degrés de liberté associés à l'intérieur:� La valeur de la fonction en chaque noeud, qui est intérieur à un élément, noeud detype 4 (il y en a k2N2),� Les deux valeurs de la fonction en chaque noeud, qui est situé à l'intérieur d'unearête, noeud de type 5 (il y en a 2kN(N � 1)� 2),� Les trois valeurs (q1 + q2 + q3 + q4)=4; (q1 � q2 � q3 + q4)=4; (q1 + q2 � q3 � q4)=4;en chaque sommet intérieur du maillage, noeud de type 6 (il y en a (N � 1)2 � 3).Nous présentons dans la Figure 1.10 les di�érents types des noeuds dans Lh. Il est facile de vé-ri�er que le support de chaque fonction de base est constitué d'un seul élément K, à l'exceptiondes fonctions de base associées aux sommets intérieurs qui ont un support sur quatre éléments.A�n de pouvoir appliquer le lemme 1.2.1, il nous reste à prouver que les hypothèse (H0)à (H4b) sont satisfaites pour les espaces Xh;Mh et Lh. La section 1.2.5 est consacrée à lavéri�cation de (H1), (H0), (H3), (H4) et (H4b), dans cette ordre particulier. L'hypothèse (H2)qui est la plus délicate est démontrée dans la section 1.2.535
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Fig. 1.10: Les six types des noeuds dans Lh.Véri�cation des hypothèses (H1), (H0), (H3), (H4) et (H4b)a - Hypothèse (H1) La décomposition orthogonale de l'espace Xh est une généralisationdes résultats présentés pour le problème scalaire. Soient Xh �Mh les espaces des éléments�nis Qdivk+1 � Qk introduits dans [13]. Nous avons montré que Xh admet une décompositionorthogonale Xh = Xsh �Xrh avec Xsh, Xrh dé�nis par (1.83).8<: Xsh = �ph 2 H(div; 
) / 8K 2 Th; phjK 2 RT[k]	 ;Xrh = fph 2 H(div; 
) / 8K 2 Th; phjK 2 	kg :(1.83)Par dé�nition de Xh on a Xh = Xh �Xh;d'où on obtient immédiatement la décomposition orthogonale suivante pour XhXh = Xhs �Xhr;(1.84)avec Xhs = Xsh �Xsh et Xhr = Xrh �Xrh:(1.85)De plus, on a Xhr � Zh:Ceci est un corollaire de la propriété locale suivante.8K 2 Th; 8w 2 Qk; 8ph 2 Xrh; (divph; w)K = 0:(1.86)b - Hypothèse (H0) On sait que (cf. Remarque 1.2.4), l'hypothèse (H0) est équivalente àKer eBth = 0:Il su�t donc de prouver que pour tout couple (wh; �h) 2Mh � Lh qui satisfaiteb(wh; �h; �h) � b(wh; �h) + d(�h; �h) = 0; 8�h 2 Xh;(1.87)nous avons wh = 0 et �h = 0:36



En e�et, prenons d'abord �h = �dh (un tenseur diagonal de Xh) dans (1.87), on obtient alorseb(wh; �h; �dh) � b(wh; �dh) = 0; 8�dh 2 Xh:(1.88)Ce qui entraîne que wh = 0, en utilisant les propriétés bien connues de l'espace de Raviart-Thomas. Pour conclure, il nous reste à prouver que(as(�h); �h) = 0; 8�h 2 Xhimplique que �h = 0. Ceci est vrai, car par dé�nition de Lh nous avonsLh = D(Xh)�� as(Xh)� :c - Hypothèse (H3) La véri�cation de cette hypothèse est aussi une généralisation immé-diate des résultats obtenus pour le problème scalaire. À partir de (1.11), on obtienta(�h; �h) � � j�hj2H = ��j�shj2H + j�rhj2H� :Remarquons maintenant que �h 2 Vh implique que8<: (a) (as(�h); �h) = 0; 8�h 2 Lh;(b) (div(�h); wh) = 0; 8wh 2Mh:De plus 8<: (i) div�sh 2Mh;(ii) (div�sh; wh) = 0; 8wh 2Mh;En e�et, (i) est une propriété bien connue de l'espace de Raviart-Thomas et (ii) est uneconséquence immédiate de (b) et du fait que Xhr � Zh. Grâce à la propriété (i) on peutprendre wh = div�sh dans (ii), ce qui entraîne quediv�sh = 0:D'où on obtient k�shk2X = j�shj2H et en conséquence8�h 2 Vh; a(�h; �h) � ��k�shk2X + j�rhj2H� :d - Hypothèses (H4) - (H4b) Il est bien connu que les espaces Xhs et Mh véri�ent lespropriétés d'approximation (H4) (cf. [41], [43], [19]). De plus, comme l'espace Lh contient lesfonctions Qk+1 continues, il est clair que nous avonslimh!0 inf�h2Lh k
 � �hkL = 0 8
 2 L:Pour véri�er l'hypothèse (H4b) (cf. Remarque 1.2.2) nous allons chercher à déterminer L(h),un sous espace de dimension �nie de �(h)r , satisfaisant la propriété d'approximation (1.50).Lemme 1.2.3 L'espace L(h) = Qdh;k est un sous espace de �(h)r . De plus, il satisfaitlimh!0 inf�(h)2L(h) k
 � �(h)kL = 0; 8
 2 L:37



Démonstration. La propriété d'approximation est bien connue. Nous allons prouver ici queL(h) = Qdh;k est en e�et un sous espace de �(h)r ,�(h)r = n�(h) 2 L / d(�(h); � rh) = 0; 8� rh 2 Xhro= n�(h) 2 L / (as(� rh); �(h)) = 0; 8� rh 2 Xhro :Pour ce faire, il su�t de prouver que8K 2 Th; (as(� rh); �(h))L2(K) = 0; 8(� rh; �(h)) 2 Xhr � L(h):(1.89)Ceci est une propriété de l'espace Xhr. En e�et, considérons pour simpli�er et sans perte degénéralité l'élément de référence K = K̂ = [0; 1] � [0; 1]. Notons par 	̂ la restriction d'unefonction de Xhr dans l'élément K̂, elle s'écrit alors	̂ = 8<:0@  ̂11  ̂12 ̂21  ̂22 1A = 0@ p1(x1)�k(x2) p2(x2)�k(x1)p3(x1)�k(x2) p4(x2)�k(x1) 1A ; pi;1�i�4 2 Pk+19=; ;où la fonction �k est dé�nie, à une constante multiplicative près, parZ 10 �k(x)p(x)dx = 0; 8p 2 Pk; �k 2 Pk+1; �k /� 0 :Donc, du fait que toute fonction q(x1; x2) 2 Qk est une combinaison linéaire de termes de laforme q1(x1)q2(x2) avec (q1(x1); q2(x2)) 2 Pk(x1)� Pk(x2), on déduit queZK̂ �k(x2)q1(x1)q2(x2)dx1dx2 = ZK̂ �k(x1)q(x1)q(x2)dx1dx2 = 0;d'où on obtient 8(i; j); i = 1; 2; j = 1; 2; � ̂ij ; q�L2(K̂) = 0; 8 q 2 Qk(K̂):Ce qui implique en particulier (1.89).Preuve du théorème principal : Véri�cation de l'hypothèse (H2)Finalement nous allons véri�er la condition inf-sup discrète. Pour ce faire, nous allons laséparer en deux parties via les lemmes suivants.Lemme 1.2.4 Pour tout vh 2Mh, il existe un �1h = �1;sh 2 Xhs tel que(i) (div�1h ; wh) = (vh; wh); 8wh 2Mh;(ii) (as(�1h); �h) = 0; 8�h 2 Lh;(iii) k�1;sh kX + j�1;rh jH = k�1;sh kX � c1kvhkM ;où c1 est une constante positive indépendante de h.38



Lemme 1.2.5 Pour tout �h 2 Lh il existe un �2h 2 Xh tel que(i) (div�2h ; wh) = 0; 8wh 2Mh;(ii) (as(�2h); �h) � c2 k�hk2L ;(iii) k�2;sh kX + j�2;rh jH � c3k�hkL;avec c2; c3 quelques constantes positives indépendantes de h.Avant de prouver ces deux lemmes, nous allons d'abord démontrer qu'ils impliquent le théo-rème suivant, équivalent à la condition inf-sup.Théorème 1.2.6 Pour tout (vh; �h) 2Mh � Lh il existe un �h 2 Xh tel que(div�h; vh) + (as(�h); �h) � C �kvhkM + k�hkL��k� shkX + j� rhjH� ;avec C une constante positive indépendante de h.Démonstration. Pour tout couple (vh; �h) 2Mh � Lh, prenons �h = �1h + �2h 2 Xh, avec �1h(resp. �2h) véri�ant le Lemme 1.2.4 (resp. le Lemme 1.2.5). Nous obtenons alors,(div�h; vh) + (as(�h); �h) = (div�1h ; vh) + (as(�2h); �h) (Lemme 1.2.4-(ii) et 1.2.5-(i))� kvhk2M + c2 k�hk2L (Lemme 1.2.4-(i) et 1.2.5-(ii))� c�kvhkM + k�hkL�2� C �kvhkM + k�hkL��k� shkX + j� rhjH� (Lemme 1.2.4 et 1.2.5,(iii))Pour démontrer le Lemme 1.2.4, nous suivons les techniques habituelles utilisées pourprouver la condition inf-sup (cf. [19]). Plus précisément, dans le Lemme 1.2.6, on obtient toutd'abord un résultat analogue au Lemme 1.2.4 pour le problème continu. Ensuite, on concluten exploitant les propriétés de l'espace des éléments �nis Raviart-Thomas.Lemme 1.2.6 Pour tout v 2M il existe un � 2 X tel que(i) � est diagonal (donc as(�) = 0);(ii) div� = v;(iii) k�kX � C1kvkM :Démonstration. Dans le cas d'un domaine 
 rectangulaire, il est facile de montrer que,pour tout v = (v1; v2) 2 (L2(
))2(=M), il existe un � = (�1; �2) 2 (H(div; 
))2(= X) avec�1 = � �110 � ; �2 = � 0�22 � ;39



et où �1, �2 satisfont div�1 = @�11@x1 = v1 et div�2 = @�22@x2 = v2:En e�et, introduisons ev1 (resp. ev2) l'extension par zéro de v1 (resp. v2) à l'extérieur du domaine
. Nous dé�nissons ensuite �11 (resp. �22) comme une primitive de ev1 (resp. ev2)�11(x1; x2) = Z x10 ev1(s; x2)ds; �22(x1; x2) = Z x10 ev2(x1; s)ds:Il est alors clair, que � = (�1; �2) satisfont les propriétés (i), (ii) et (iii) du Lemme 1.2.6.Preuve du Lemme 1.2.4. Soit vh un élément quelconque de Mh. Le Lemme 1.2.6, entraînequ'on peut construire un �h 2 X tel que(a1) �h est diagonal ) as(�h) = 0;(a2) div�h = vh;(a3) k�hkX � C1kvhkM :(1.90)Soit �sh l'opérateur d'interpolation habituel dans l'espace des éléments �nis de Raviart-Thomas(Xhs). On sait alors que �sh satisfait (cf. [19])(b1) (div(� ��sh�); wh) = 0; 8(�; wh) 2 X �Mh;(b2) k�sh�kX � C2k�kX ; 8� 2 X:(1.91)De plus, la structure particulière des maillages réguliers que nous considérons, entraîne quePour tout � diagonal ) �sh� est également diagonal:(1.92)Posons ensuite �1h = �1;sh = �sh�h et véri�ons qu'il satisfait les propriétés (i), (ii) et (iii) duLemme 1.2.4. En e�et,(i) est une conséquence de (1.90)-(a2) et (1.91)-(b1).(ii) est une conséquence de (1.90)-(a1) et (1.92).(iii) est une conséquence de (1.90)-(a3) et (1.91)-(b2).La technique de macro-éléments Pour prouver la deuxième partie de la condition inf-sup(le Lemme 1.2.5) nous allons utiliser la technique de macro-éléments (cf. [47]). Cette techniquenous permettra d'obtenir une estimation globale par le biais des estimations locales adéquatesobtenues sur des macro-éléments. Nous commençons par l'introduction de quelques notations.Soit cM le macro-élément de référence dé�ni comme l'union des quatre carrés unitaires disjoints.cM = [j=1;:::;4 bKj où bKj; j = 1; :::; 4 sont des carrés unitaires ;bKj = Tj( bK); bK = [0; 1]2 et Tj est une translation, Tj(bx) = bx+ tj ; tj 2 f�1; 0g240



Chaque macro-élément courant Me sera associé à un sommet Se du maillage Th et dé�ni parMe = [j=1;:::;4Kej avec Kej = Fe( bKj) = Fe � Tj( bK);où Fe est une transformation a�ne : Fe(bx) = Se + h bx:Nous avons bien évidement 
 � [e=1;:::;N2Me;et la propriété du recouvrement �niChaque élément K 2 Th est contenu dans 4 macro-éléments au plus :(1.93)Nous noterons par Mh la partition de 
 en macro-éléments.Sur le macro-élément de référence on dé�nit les espaces locaux associés à Xh et MhbX = fb� 2 (H0(div;cM ))2 = 8 bK 2 cM; b� j bK 2 Q4k+1g;cM = f bw 2 (L2(cM ))2 = 8 bK 2 cM; bwj bK 2 Q2kg:où H0(div;cM) est dé�ni parH0(div;cM ) = fb� 2 H(div;cM ) = b� � nj@cM = 0g:L'analogue de la décomposition orthogonale globale (1.84), (1.85), s'écrit sous la forme suivantebX = bXs � bXr; bXs = fb� 2 bX = 8 bK 2 cM; b� j bK 2 RT 2k g;bXr est le complément orthogonal de bXs dans bX pour le produit scalaire dans (L2(cM ))4;où on rappelle que bXr véri�e la propriété fondamentale (cf. (1.86))8 bK 2 cM; 8 bw 2 Q2k; 8 b� r 2 bXr; (divb� r; bw) bK = 0:(1.94)Nous introduisons ensuite l'espace local correspondant à LhbL = as ( bX):En utilisant les mêmes arguments que dans la démonstration du Lemme 1.2.5, on peut carac-tériser bL par��������������
bL = fb� 2 L2(cM ) = 8 bK 2 cM; b�j bK 2 Qk+1 et b� satisfait (i); (ii); (iii)g:(i) b� satisfait la condition de continuité (1.74) en chaque sommet intérieur de cM :(ii) b� est continu sur @cM:(iii) b� = 0 aux quatre sommets de cM: 41



La di�érence entre cette caractérisation et celle de Lh vient des conditions supplémentairesimposées au bord du macro-élément de référence @cM . Notons que la dimension de bL estNL = 4(k2 + 4k + 3) � 9. Dans ce qui suit, nous noterons fb�i; 1 � i � NLg les fonctions debase dans bL associées aux degrés de liberté suivants:� la valeur de la fonction en chaque sommet appartenant au bord du macro-élément (àl'exception des sommets de cM), (il y en a 8(k + 1)� 4),� la valeur de la fonction en chaque noeud situé à l'intérieur d'un élément de cM (il y ena 4k2),� les deux valeurs de la fonction en chaque noeud situé sur une arête intérieur, (il y en a8k),� en chaque sommet intérieur, les trois quantités suivantes (q1+ q2+ q3+ q4)=4, (q1� q2�q3 + q4)=4, (q1 + q2� q3� q4)=4, avec (q1; q2; q3; q4) illustrés dans la Figure (1.8) (il y ena 3).Nous dé�nissons ensuite les espaces Xe, M e et Le sur un macro-élément quelconqueXe = f�e = b� � F�1e ; b� 2 bXg;M e = fwe = bw � F�1e ; bw 2 cMg;Le = f�e = b� � F�1e ; b� 2 bLg:L'espace Xe admet la décomposition orthogonale suivante,������ Xe = Xse +Xre; Xse = f�e 2 bXe = 8 bKe � cMe; �ejKe 2 RT 2k g = fb� � F�1e ; b� 2 bXsgXre est le complément orthogonal de bXse dans bXe pour le produit scalaire dans (L2(cMe))4:Par (1.94), nous avons8 Ke 2Me; 8 we 2 Q2k; 8 � re 2 Xre; (div� re ; we)Ke = 0:Nous rappelons que les propriétés de l'espace RTk entraînent que:L'opérateur divergence est surjectif de Xse dans M e:Soit maintenant, �ei = b�i � F�1e , alors f�ei ; 1 � i � NLg est une base de Le. Dans ce qui suit,nous utiliserons la dé�nition suivanteDe�nition 1.2.1 Soit ue une fonction dé�nie dans le macro-élément Me, eue désignera larestriction dans 
 de l'extension de ue par zéro à l'extérieur de Me.Par construction les espaces Xe, M e et Le satisfont les propriétés suivantes(�e; we; �e) 2 Xe �M e � Le =) (e�e; ewe; e�e) 2 Xh �Mh � Lh;(� se ; � re ) 2 Xse �Xre =) (e� se ; e� re ) 2 Xhs �Xhr:42



Pour éviter l'utilisation de notations lourdes, nous noterons par k:kX la norme dans (H(div))2pour les espacesX; bX etXe. La même convention sera utilisée sur les normes k:kM ; k:kL et j:jH .Le lemme suivant démontre une propriété importante de l'espace Lh.Lemme 1.2.7 Tout �h 2 Lh peut être réécrit sous la forme suivante�h =Xe e�e; �e 2 Le:(1.95)où chaque �e satisfait (C étant une constante indépendante de h et de �e):k�ekL � C k�hjMekL(1.96)ce qui implique Xe2E k�ek2L � C k�hk2L(1.97)Démonstration. (i) Nous démontrons d'abord (1.95). En exprimant �h 2 Lh dans la base(1.82), nous avons �h = NLhXj=1 �j qj:Une conséquence de la partition Mh est que, pour chaque qj, il existe au moins un macro-élément Me (qu'on note e = E(j)) et une fonction de base �ei (i = I(e; j)) de Le telle queqj = e�ei :Par commodité, on notera �ei = �j . Donc, tout �h dans Lh peut être écrit comme�h = NLhXj=1 �ei � e�ei ; où e = E(j); i = I(e; j)En introduisant les indices Ie1 = fI(e; j); 8j tel que E(j) = eg, la dernière relation s'écrit�h =Xe Xi2Ie1 �ei e�ei ;ce qui entraîne (1.95), si on pose �e = Xi2Ie1 �ei �ei :(1.98)(ii) L'inégalité (1.96) est une conséquence du fait que (cf. (1.98)) �e est dé�ni seulement enfonction des degrés de liberté de �h appartenant au macro-élément Me (le nombre de ces de-grés de liberté étant borné indépendemment de h).(iii) Pour prouver (1.97), on utilise la propriété de recouvrement �ni (1.93)Xe2E k�hjMek2L =Xe2E Xj=1;4 k�hjKej k2L � 4 XK2Th k�hjKk2L = 4k�hk2L:43



Preuve du Lemme 1.2.5. La démonstration repose sur les résultats locaux suivants:
(cP1) 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

8�̂ 2 bL; 9�̂ = �̂ s + �̂ r 2 bX = bXs + bXr tel que(i) (div �̂ ; ŵ)K̂ = 0; 8ŵ 2 cM; 8 bK 2 cM;(ii) as(�̂ ) = �̂; 8�̂ 2 bL;(iii) k�̂ skX + j�̂ rjH � C k�̂kL;Lemme 1.2.8 Supposons que (cP1) est satisfait, alors le Lemme 1.2.5 est vrai.Démonstration. Selon le Lemme 1.2.7, on sait que �h 2 Lh peut être écrit comme suit�h =Xe e�e; �e 2 Le:Les relations locales (i) et (ii) entraînent que, pour chaque �e, il existe un �e 2 XMe (pour�e = b� � F�1e , on choisit �e = b� � F�1e , où b� satisfait les propriétés (cP1)), tel que, (soitKe = Fe(K̂)),(a) 8we (= bw � F�1e ) 2M e; (div �e; we)Ke = h (div �̂ ; ŵ)K̂ = 0;(b) as(�e) = �e (as(e�e) = e�e):Soit maintenant �e = � re + � se , comme l'opérateur divergence est surjectif de Xse dans M e, onpeut choisir we = div � se dans (a), ce qui implique div� se = 0. En utilisant (iii), on obtient(c) k� se kX + j� re jH = j� se jH + j� re jH = h (j�̂ sjH + j�̂ rjH) � c h k�̂kL � C k�ekL:Dé�nissons �2h par �2h =Xe e�e:On remarque tout d'abord que les relations (a) et (b) entraînent(div �2h ; wh) =XKe (div e�e; wh) =Xe (div �e; whjMe\ 
)Ke = 0; 8wh 2Mh;as(�2h) =Xe as(e�e) =Xe e�e = �h:D'autre part, on a �2h = �2;sh + �2;rh ; (�2;sh ; �2;rh ) 2 Xhs�Xhr, avec �2;sh =Xe e� se et �2;rh =Xe e� re :D'où, par (c) et (1.97) on obtient(iii) k�2;sh kX + j�2;rh jH �Xe (k� se kX + j� re jH) � CXe k�ekL � C 0 k�hkL:44



Pour conclure il nous reste à prouver que les propriétés (cP1) sont e�ectivement satisfaites.Nous introduisons ici l'opérateur rot dé�ni par' 2 H1 ! rot ' = (� @'@x2 ; @'@x1 )t 2 (L2)2;qui satisfait div (rot ') = 0:L'idée est de chercher à construire �̂ (�̂ = �̂ s + �̂ r) dans un sous espace N = N s � N r debX (N s � bXs et N r � bXr) pour lequel la propriété (i) du Lemme 1.2.8 est automatiquementsatisfaite. Plus précisément, on cherche �̂ sous la forme suivante�̂ = �̂(�̂);où �̂ est un application linéaire de bL dans N . Comme l'espace bL est de dimension �nie lapropriété (iii) sera alors automatiquement satisfaite. Il faudra donc déterminer �̂ de façon àsatisfaire la propriété (ii).Construisons d'abord l'espace N = N s�N r. Nous rappelons que la propriété (i) sera satisfaitepour tout �̂ = �̂ s+ �̂ r si et seulement si div�̂ s = 0. De plus, la propriété (ii) est indépendantede �̂11 et �̂22. Ce qui justi�e le choix suivant pour N s et N r�������������
N s = n�̂ = (�̂1; �̂2) = (rot '1; rot '2); 8 ('1; '2) 2 bV � bV o ;avec bV = n' 2 H10 (cM ) = 'jK̂ 2 Qk+1; 8 bK 2 cMo ;N r = ��̂ r 2 Xr = �̂ r est de la forme � 0  ̂12 ̂21 0 �� :Remarquons que ' 2 bV ! rot ' est injectif, et donc on obtientDim N s = Ns = 2Dim bV = 8k2 + 8k + 2:De plus, il est facile de calculer la dimension de N r (en utilisant la caractérisation de Xr)Dim N r = Nr = 8k + 4Ainsi, le nombre de degrés de liberté dé�nissant �̂ est donné parNf = Nr +Ns = 8k2 + 16k + 6:D'autre part, (ii) est tout simplement un système linéaire de Neq équations, que �̂ doit satis-faire. Un simple calcul montre Neq = Dim bL = 4k2 + 16k + 7:Remarquons que Neq � Nf si et seulement si k � 1.45



En pratique, on écrit le système linéaire (ii), en exprimant �̂ dans la base f�̂ sl ; 1 � l � Nsg,f�̂ rm; 1 � m � Nrg de N s�N r et �̂ dans la base f�̂q; 1 � q � Neqg de bL. On écrit dans ce cas,�̂ = NsXl=1 xsl �̂ sl + NsXm=1xrm�̂ rm; �̂ = NeqXq=1 bq �̂qIntroduisons x̂ le vecteur de IRNf dont les Ns premières composantes sont les xsl tandis queles Nr autres sont les xrl , ainsi que b̂ le vecteur de IRNeq de composantes bq, alors (ii) se réécritÂx̂ = b̂(1.99)où Â est une matrice Nf � Neq qui peut se calculer explicitement dans la base formée desf�̂ sl g, f�̂ rMg et fwqg.Supposons que nous soyons capable de montrer que Â est de rang plein, c'est à dire qu'elleest surjective. Alors, nous savons que (1.99) a au moins une solution x̂, non nécessairementunique, lorsque Nf > Neq. Nous pouvons par exemple choisir la solution de norme minimaledans IRNf à l'aide du pseudo inverse de Âx̂ = Â� (ÂÂ�)�1b̂On dé�nit alors l'application �̂ par�̂ = �̂(�̂)() x̂ = Â� (ÂÂ�)�1b̂:Les cas k = 1 et k = 2. Il reste à véri�er que Â est surjective. Il semble di�cile de donnerune preuve générale et abstraite pour tout k (en tous cas, on n'y est pas arrivé). Toutefois,une démonstration spéci�que peut être construite à l'aide d'un programme informatique pourles valeurs petites de k. En fait, pour k = 1; 2, nous avons formé Â et calculé son rang à l'aidede MAPLE. Les résultats sont les suivants:� Pour k = 1; n = 2, Â est (27 � 30) et rang(Â) = 27 (cP1 est vrai).� Pour k = 2; n = 2, Â est (57 � 70) et rang(Â) = 57 (cP1 est vrai).Selon le Lemme 1.2.8, nous avons ainsi obtenu le résultat suivant:Lemme 1.2.9 Le Lemme 1.2.5 et l'hypothèse (H2) sont satisfaites pour k = 1 et k = 2.Le cas k = 0 . Dans ce cas le nombre d'équations (= 7) est plus grand que le nombre dedegrés de liberté (= 6). (En d'autres termes la matrice Â est 7 � 6 et son rang est égal à6). Nous devons donc modi�er la preuve pour les éléments de plus bas degré. Soit L̂? le sousespace de L̂ (de dimension 6), qui est l'image de N par l'application linéaire as. On doit dansce cas remplacer la propriété ( bP1) par(cP1?) 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
8�̂ 2 bL?; 9�̂ = �̂ s + �̂ r 2 bX = bXs + bXr tel que(i) (div �̂ ; ŵ)K̂ = 0; 8ŵ 2 cM; 8 bK 2 cM;(ii) as(�̂ ) = �̂;(iii) k�̂ skX + j�̂ rjH � C k�̂kL;46



Il n'est pas di�cile de caractériser L̂?. On trouve (on omet les calculs)L̂? = 8<:�̂ 2 L̂; = 4Xj=1 4Xi=1 �̂jKj (Sij) = 09=;Cet espace est généré par les 6 fonctions de bases �b�d1; b�d2	 [ fb�c1; b�c2; b�c3; b�c4g, où les fonctionsb�di ; i = 1; 2 sont discontinues et représenté sur la Figure 1.11. Les 4 fonctions b�ci ; i = 1; 4b�d1 b�d21 -11 -1 -11 -11Fig. 1.11: Les fonctions de base b�d1 et �d2.sont continues et représentées sur la Figure 1.12-à gauche. Nous complétons l'espace bL en-1-111 -1-1 -1-122-1 -1-1
b�c1 b�c2 b�c3 b�c4 b�

-1221 1 -1 -1-1 -1 1111 1 11 1-1 -1
Fig. 1.12: Les fonctions de base b�cj, j = 1; ::; 4 (à gauche) et b� (à droite).ajoutant les fonctions continues usuelles de Q1, soient les b� associées au centre de chaquemacro-élément, voir Fig. 1.12-à droite. Sur les �gures 1.11 et 1.12 nous avons representé lesfonctions b�di ; i = 1; 2, b�ci ; i = 1; 4 et b� en indiquant pour chaque élément les 4 valeurs de lafonction à ses sommets (par convention, cette valeur est omise si elle est égale à 0).À partir de L̂? nous dé�nissons pour chaque macro-élémentL?e = f�e = b� � F�1e ; b� 2 bL?g:et nous introduisons l'espace L?h = f�h =Xe e�e; �e 2 L?egÀ l'aide des mêmes arguments que ceux utilisés précédemment pour montrer les lemmes 1.2.7et 1.2.8, nous obtenons le résultat suivant: pour tout �h 2 L?h il existe un �2h 2 Xh tel que(i) (div �2h ; wh) = 0; 8wh 2Mh;(ii) (as(�2h); �h) � C2 k�hk2L ;(iii) k�2;sh kX + j�2;rh jH � C3k�hkL;47



avec C2; C3 des constantes positives indépendantes de h. Ceci n'est rien d'autre que le Lemme1.2.5 à condition de montrer que L?h = Lh. PuisqueLh = f�h =Xe e�e; �e 2 Le; gil reste à démontrer que chaque e�e est dans L?h. Comme chaque �e 2 Le peut être écrit comme�e = �?e + �e�e avec �?e 2 L?e et �e = b� � F�1eil su�t de montrer que e�e 2 L?h. Comme nous le verrons, ceci est vrai grâce au recouvremententre les macro-éléments. Pour la démonstration on considère le maillage Th comme un sous-ensemble d'un maillage in�ni et uniforme de IR2 et on identi�e l'indice e au couple (i; j), lepoint Se désignant le sommet de coordonnées (ih; jh). Dans ce qui suit, nous travailleronsavec les fonctions de L?h associées à ce maillage in�ni. Nous les représenterons sur les �gurespar leur quatre valeurs en chaque sommet. Soit Se l'un des sommet de Th, nous noterons(�dk)e = b�dk � F�1e pour k = 1; 2 et (�ck)e = b�ck � F�1e pour k = 1; 4. Soit t1 = (1; 0) et
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Fig. 1.13: Les fonctions (e�c3)e à gauche et e�1e à droite.t2 = (0; 1), nous représentons sur les Figures 1.13 les fonctions:e�1e = (e�c3)e + (e�d1)(e+t1) � (e�d1)(e�t1) + (e�d2)(e+t2) � (e�d2)(e�t2)+(e�c1)(e+2t1) � (e�c1)(e�2t1) + (e�c2)(e+2t2) � (e�c2)(e�2t2)Par induction, il est clair que la restriction à 
 des fonctions de L?h(e�c3)e + MXk=1�(e�d1)(e+kt1) � (e�d1)(e�kt1) + (e�d2)(e+kt2) � (e�d2)(e�kt2)+(e�c1)(e+2kt1) � (e�c1)(e�2kt1) + (e�c2)(e+2kt2) � (e�c2)(e�2kt2)�coïncide pour M assez grand avec la fonction 2e�e.48



1.3 Estimations d'erreur pour le problème d'évolutionNous allons montrer comment obtenir des estimations d'erreur pour le problème d'évolution(1.17), (1.13), (1.14) à partir de la théorie abstraite développée dans la section 1.2.4. Considé-rons la formulation variationnelle associée au problème de l'élastodynamique dans X�M�L,8>>>>>><>>>>>>: Trouver (�; v; 
) : [0; T ]! X �M � L tels queddta(�(t); �) + eb(v(t); 
(t); �) = 0; 8� 2 X;ddtc(v(t); w) � eb(w; �;�(t)) = (f;w); 8(w; �) 2M � L;(1.100)avec les conditions initiales (1.13). Soient Xh; Xhsym; Mh les espaces dé�nis par (1.31), Lhdé�ni par (1.70) et considérons le problème discret suivant8>>>>>><>>>>>>: Trouver (�h; vh; 
h) : [0; T ]! Xh �Mh � Lh tels queddta(�h(t); �h) + eb(vh(t); 
h(t); �h) = 0; 8�h 2 Xh;ddtc(vh(t); wh) � eb(wh; �h;�h(t)) = (f;wh); 8(wh; �h) 2Mh � Lh;(1.101)avec les conditions initiales �h(t = 0) = �h;0; vh(t = 0) = vh;0:Selon la théorie classique des EDO, nous obtenons le résultat suivantThéorème 1.3.1 Soit f 2 C0(0; T ;Mh), alors le problème (1.101) admet une solution unique(�h; vh; 
h) dans C1(0; T ;Xh)� C1(0; T ;Mh)� C0(0; T ;Lh).Notre objectif est ici d'étudier l'erreur entre la solution du problème continu (1.100) et celledu problème discret (1.101).Remarque 1.3.1 Comme nous l'avons déjà remarqué, en pratique, on résout numériquementle problème (1.25) avec la symétrie forte (équivalent au problème (1.101)). Malgré le fait queles nouveaux éléments �nis mixtes ont été construit a�n de permettre la condensation de masse,nous considérons ici le problème discret sans condensation de masse.1.3.1 L'erreur de projection elliptiqueEn suivant la technique décrite dans [21, 26] nous dé�nissons la projection elliptique suivante8>>>><>>>>: Trouver �h(�; v; 
) = (b�h; bvh; b
h) 2 Xh �Mh � Lh tels quea(� � b�h; �h)+ eb(v � bvh; 
 � b
h; �h) = 0; 8�h 2 Xh;eb(wh; �h;� � b�h) = 0; 8(wh; �h) 2Mh � Lh;(1.102)
49



avec (�; v; 
) 2 X �M � L. Nous introduisons ensuite les notationsCm;r = Cm(0; T ;H) \ Cr(0; T ;X);et 8<: jjj� � b�hjjj = k� � b� sh kX + jb� rh jH ;k [(�; v; 
) ��h(�; v; 
)] k = jjj� � b�hjjj+ kv � bvhkM + k
 � b
hkL:On peut alors prouver le théorème suivantLemme 1.3.1 Soit (�; v; 
)(t) la solution du problème (1.100). De plus, on suppose (�; v; 
)(t) 2C1;0 � C1(0; T ;M )� C0(0; T ;L), on obtient alors(i) Pour tout t dans [0; T ], le problème (1.102) admet une solution unique�h(�; v; 
)(t) = (b� sh + b� rh ; bvh; b
h) (t) 2 Xh �Mh � Lh:De plus, nous avons les estimations d'erreur suivantesk [(�; v; 
) ��h(�; v; 
)] (t)k � C Eh(�; @t�; v; 
)(t);avecEh(�; @t�; v; 
)(t) = ( inf�sh2Xhs k�(t)� � shkX + infwh2Mh kv(t)� whkM + inf�h2Lh k
(t)� �hkL+ infzsh2Xhs jA(@t�)(t)� zshjH + inf�(h)2�(h)r 



(t)� �(h)


L) ;ce qui montre en particulier que jjj� � b�hjjj, kv � bvhkM et k
 � b
hkL tendent vers zérouniformément en temps (t 2 [0; T ]).(ii) De même, si (�; v; 
)(t) 2 Ck+1;k � Ck+1(0; T ;M )� Ck(0; T ;L), on a


h�@kt �; @kt v; @kt 
���h �@kt �; @kt v; @kt 
�i (t)


 � C Eh �@kt �; @k+1t �; @kt v; @kt 
� (t);avec @kt g = @kg@tk .Démonstration. La démonstration est une application directe du Théorème 1.2.2. Il su�tde remarquer qu'on peut réécrire le problème (1.100) sous la forme suivante8>><>>: a(�(t); �)+ eb(v(t); 
(t); �) = a(�(t); �) � ddta(�(t); �); 8� 2 X;eb(w; �;�(t)) = �(f;w) + ddtc(v(t); w); 8(w; �) 2M � L:(1.103)Le problème (1.102) est alors une approximation de (1.103), car on peut l'écrire comme suit:8>>>>>><>>>>>>: Trouver �h(�; v; 
)(t) = (b�h; bvh; b
h)(t) 2 Xh �Mh � Lh tels quea(b�h; �h)+ eb(bvh; b
h; �h) = a(�(t); �h)� ddta(�(t); �h); 8�h 2 Xh;eb(wh; �h; b�h) = � (f;wh) + ddtc(v(t); wh); 8(wh; �h) 2Mh � Lh:
(1.104)
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Pour appliquer le Théorème 1.2.2, ou plus précisément sa généralisation (voir Remarque 1.2.6),il su�t de véri�er que le terme a(�(t); �h)� ddta(�(t); �h);peut se réécrire comme un produit scalaire dans H. En e�et, nous avonsa(�(t); �h)� ddta(�(t); �h) = (A(�(t)� @t�(t)); �h)H :On obtient l'expression de Eh en remplaçant g par A(�(t)� @t�(t)) dans (1.68) (Rem. 1.2.6).De même, si la solution (�; v; 
) est su�samment régulière en temps, on peut dériver lesproblèmes (1.103) et (1.104) par rapport à t et appliquer le Théorème 1.2.2 pour obtenir (ii).1.3.2 Obtention des estimations d'erreur pour le problème d'évolution àpartir des estimations d'erreur pour le problème elliptiqueLe résultat principal de cette section est le théorème suivant.Théorème 1.3.2 Soit (�; v; 
) la solution du problème (1.100) et (�h; vh; 
h) celle du problème(1.101) avec les conditions initiales(�0;h; v0;h) = �h(�0 ; v0):(1.105)Si (�; v; 
) 2 C3;2 � C3(0; T ;M )� C2(0; T ;L) et (�h; vh; 
h) 2 C2(0; T ;Xh) � C2(0; T ;Mh �C1(0; T ;Lh)), nous avons les résultats de convergence suivants 8t 2 [0; T ],k(� � �sh)(t)kX ! 0 ; j�rh(t)jH ! 0 ; k(v � vh)(t)kM ! 0 ; k(
 � 
h)(t)kL ! 0:Plus précisément on obtient les estimations d'erreurk(� � �sh)(t)kX + j�rh(t)jH � C �Eh(�; @t�; v; 
)(t) + Eh(@t�; @2t �; @tv; @t
)(t)+Z t0 �Eh(�; @t�; v; 
)(s) + Eh(@t�; @2t �; @tv; @t
)(s)+Eh(@2t �; @3t �; @2t v; @2t 
)(s)� ds	 ;k((v � vh)(t); (
 � 
h)(t))kM�L � C �Eh(�; @t�; v; 
)(t) + Eh(@t�; @2t �; @tv; @t
)(t)+Z t0 �Eh(@t�; @2t �; @tv; @t
)(s)+Eh(@2t �; @3t �; @2t v; @2t 
)(s)� ds	 :De plus si on suppose que la solution (�; v; 
) est su�samment régulière, c.à.d (�; v; 
) 2C3(0; T ; (Hk+1(div;
))2) �C3(0; T ; (Hk+1(
))2) �C2(0; T ;Hk+1(
) on obtient (via les ré-sultats d'interpolation habituels cf. [43])k(� � �sh)(t)kX + j(�rh)(t)jH + k((v � vh)(t); (
 � 
h)(t))kM�L � C(t)hk;(1.106) 51



avec C(t) = O �k�kC3(0;t;(Hk+1(div;
))2) + kA@t�kC2(0;t;(Hk+1(
))4) + kvkC3(0;t;(Hk+1(
))2)+k
kC3(0;t;Hk+1(
))� :Pour démontrer ce théorème nous allons utiliser le lemme suivant.Lemme 1.3.2 Soit (�; v; 
) la solution de (1.100) et (�h; vh; 
h) celle du problème approché(1.101) avec les conditions initiales (1.105). Soit ensuite �h(�; v; 
) = (b� sh + b� rh ; bvh; b
h) laprojection elliptique dé�nie par (1.102). On pose "h = � � b�h; �h = v � bvh.� Si (�; v; 
) 2 C2;1�C2(0; T ;M )�C1(0; T ;L), alors il existe une constante C1, indépendantede h telle que 8t 2 [0; T ]j(b� sh � �sh)(t)jH + j(b� rh � prh)(t)jH + k(bvh � vh)(t)kM �C1 Z t0 �j@t"hjH(s) + j"h(s)jH + k@t�h(s)kM� ds:(1.107)� De plus si (�; v; 
) 2 C3;2 � C3(0; T ;M ) � C2(0; T ;L) et (�h; vh; 
h) 2 C2(0; T ;Xh) �C2(0; T ;Mh � C1(0; T ;Lh)), alors il existe des constantes C2; C3, indépendantes de h tellesque 8t 2 [0; T ](i) k((bvh � vh)(t); (b
h � 
h)(t))kM�L � k(b
h � 
h))(t)kL + k(bvh � vh)(t)kL� C2�j@t"h(t)jH + j"h(t)jH + Z t0 �j@2t "h(s)jH + j@t"h(s)jH + k@2t �h(s)kM� ds� ;(ii) k(b� sh � �sh)(t)kX � C3�k@t�h(t)kM + Z t0 �j@2t "h(s)jH+j@t"h(s)jH + j"h(s)jH + k@2t �h(s)kM + k@t�h(s)kM� dso :
(1.108)
Démonstration. La preuve de ce lemme est analogue à celle du Lemme 1.3.2 dans [50]. Plusprécisément, l'estimation (1.107) est obtenue par des techniques d'énergie, en dé�nissantEh = 12 (a(b�h � �h; b�h � �h) + c(bvh � vh; bvh � vh)) :Pour l'estimation (1.108)-(ii) on utilise la condition inf-sup écrite sous la forme équivalente8�h 2 Xh;9c telle que : j�hjX=Ker eBh � 1c sup(wh;�h)2Mh�Lh eb(wh; �h; �h)k(wh; �h)kM�L ;avec j�hjX = k� shkX + j� rhjH :La seule di�érence concerne la démonstration de (1.108)-(i) et elle vient du fait que 
h et vhne jouent pas le même rôle dans le problème (1.101). En fait, le terme (b
h�
h) n'apparaît pas52



dans l'énergie, car l'inconnue 
h contribue seulement dans les termes statiques. Nous montronsici seulement l'estimation (1.108)-(i). Pour ce faire nous allons utiliser la condition inf-sup8(wh; �h) 2Mh � Lh;9c telle que k(wh; �h)kM�L � 1c sup�h2Xh eb(wh; �h; �h)k� shkX + j� rhjH :pour wh = bvh � vh et �h = b
h � 
hk(bvh � vh; b
h � 
h)kM�L � 1c sup�h2Xh eb(bvh � vh; b
h � 
h; �h)k� shkX + j� rhjH :(1.109)Prenons la di�érence entre la première équation du problème (1.101) et (1.104), on obtienteb(bvh � vh; b
h � 
h; �h) = �a(@t(� � b�h); �h) + a(� � b�h; �h)� a(@t(b�h � �h); �h); 8�h 2 Xh:En reportant ceci dans (1.109) et en utilisant la continuité de la forme bilinéaire a(�; �), on ak((bvh � vh)(t); (b
h � 
h)(t))kM�L � kakc �j@t"h(t)jH +j"h(t)jH + j@t(b�h � �h)(t)jH� :(1.110)Jusqu'à maintenant, nous avons seulement utilisé la régularité C2 de la solution. Pour majorerle terme j@t(b�h � �h)jH , nous aurions besoin de C3. En e�et, l'idée est d'appliquer (1.107)(remplacer �h par @t�h, b�h par @tb�h et ainsi suite...). Plus précisément, nous avonsj@t(b�h � �h)(t)jH � C Z t0 �j@2t "h(s)jH + j@t"h(s)jH + k@2t �h(s)kM� ds:(1.111)Finalement, en combinant (1.110), (1.111) on obtientk((bvh � vh)(t); (b
h � 
h)(t))kM�L � C2 nj@t"h(t)jH+j"h(t)jH Z t0 �j@2t "h(s)jH + j@t"h(s)jH + k@2t �h(s)kM� ds� :Preuve du Théorème 1.3.2. La preuve repose sur les résultats des lemmes 1.3.1 et 1.3.2.� Estimations d'erreur sur k� � �shkX(t) + j�rhjH(t) : Nous avonsk(� � �sh)(t)kX + j�rh(t)jH = k(� � b�sh + b�sh � �sh)(t)kX + j(�rh � b�rh + b�rh)(t)jH� k(� � b�sh)(t)kX + jb�rh(t)jH| {z }selon le Lemme 1.3.1-(i) + k(b�sh � �sh)(t)kX| {z }par (1.108)-(ii)+ j(b�rh � �rh)(t)jH| {z }par (1.107) :Pour estimer le premier terme on utilise la relation (i) du Lemme 1.3.1, ce qui entraînek(� � b�sh)(t)kX + jb�rh)(t)jH � Eh(�; @t�; v; 
)(t):53



Nous allons utiliser (1.108)-(ii) pour estimer le deuxième terme, ceci nécessite une estimationsur j@t"hjH ; j@2t "hjH ; k@t�hkM et k@2t �hkM :Pour cela, on réécrit la relation (ii) du Lemme 1.3.1 pour k = 1 et 2, on obtient alorsj@t"h(s)jH + k@t�h(s)kM � Eh(@t�; @2t �; @tv; @t
)(s);j@2t "h(s)jH + k@2t �h(s)kM � Eh(@2t �; @3t �; @2t v; @2t 
)(s):(1.112)Finalement pour le troisième terme on utilise (1.107). Dans ce cas les termes j@t"hjH ; k@t�hkMapparaissent et pour les estimer on utilise la relation (1.112).� Estimations d'erreur sur k(v � vh; 
 � 
h)kM�L(t) : Comme précédemment nous avonsk((v � vh)(t); (
 � 
h)(t))kM�L = k(v � bvh + bvh � vh)(t)kM + k(
 � b
h + b
h � 
h)(t)kL� k(v � bvh)(t)kM + k(
 � b
h)(t)kL| {z }selon le Lemme 1.3.1-(i) + k(bvh � vh)(t)kM + k(b
h � 
h)(t)kL| {z }par 1.108-(i) :Le premier terme est encore une fois estimé par la relation (i) du Lemme 1.3.1. Pour ledeuxième on utilise (1.108)-(i), dans ce cas les termes j@t"hjH , j@2t "hjH , k@t�hkM et k@2t �hkMinterviennent. Finalement les estimations (1.106) sont obtenues par les résultats d'interpolationdes espaces Xhs;Mh; Lh (cf. [43], Remarque 1.2.5 et Lemme 1.2.3).
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Chapitre 2Étude de dispersion cas élastiqueNous allons étudier dans ce chapitre les propriétés d'approximation des nouveaux éléments�nis mixtes en termes d'une analyse de dispersion numérique sur des maillages réguliers, enmilieu homogène. Cette analyse nous permettra de comparer notre méthode avec des méthodesnumériques déjà existantes.IntroductionLes analyses de type éléments �nis telles que celles que nous avons menées au chapitre précé-dent ont l'avantage d'être générales. Elles sont en particulier valables dans le cas des coe�cientsvariables et complètes dans le sens où elles permettent d'estimer, dans des normes précises,toute solution d'énergie �nie, qui est satisfaisant pour le mathématicien. Ce type d'analyse atoutefois le désavantage de ne pas apporter d'information quantitative, les constantes interve-nant dans les estimations d'erreur étant mal connues. Ceci est frustrant pour l'ingénieur quiaimerait avoir un guide pour choisir les paramètres de discrétisation.Les études de dispersion ont pour but de remplir partiellement cette fonction. Elles ont étéintroduites notamment pour analyser les schémas aux di�érences �nies utilisés pour l'approxi-mation des phénomènes d'ondes linéaires. Ces méthodes sont directement liées à l'analyse deFourier des schémas aux di�érences �nies : elles exploitent explicitement la nature régulièreet uniforme de la grille de discrétisation. Elles sont limitées aux équations dans tout l'espaceen milieu homogène et ne s'intéressent qu'à un type particulier de solution : les ondes planesharmoniques. L'utilisation de la transformation de Fourier permet de justi�er cette approche,toute solution d'énergie �nie pouvant s'écrire comme la superposition d'ondes planes. Parailleurs ces études permettent d'obtenir des estimations d'erreur dans le cas des équations enmilieu homogène in�ni (cf. [49]) (par une approche très di�érente de celle du chapitre 1).Pour les schémas semi-discretisés en espace ou encore quand on considère des schémas centréset réversibles en temps, l'e�et principal de la discrétisation sur la propagation des ondes planesest une modi�cation de leur vitesse de phase qui se met à dépendre de la longueur d'onde :il s'agit du phénomène de la dispersion numérique. On s'intéresse alors au rapport entre lavitesse exacte et la vitesse numérique qui est une fonction qui dépend d'une part du rapportentre la longueur d'onde et le pas de discrétisation h (c'est la dispersion numérique), d'autrepart de la direction de propagation de l'onde (c'est l'anisotropie numérique). Les courbes de55



dispersion nous permettent alors de quanti�er l'erreur commise sur la vitesse de phase etde calibrer le pas de discrétisation en fonction d'une erreur " �xée et de la longueur d'onde(en pratique la longueur d'onde minimale pour le problème considéré). On peut ainsi égale-ment comparer des schémas de même précision ce qu'une analyse éléments �nis ne permet pas.Il faudrait aussi parler, mais cela est plus marginal, de l'erreur de polarisation, spéci�que aucas de systèmes comme celui de l'élastodynamique. Nous nous bornerons à l'étudier pour lecas des schémas d'ordre 2 en 2D (voir section 2.1.4).Comme par essence notre méthode d'éléments �nis mixtes est associée à des maillages régu-liers uniformes, il est possible de réinterpréter les schémas résultants en termes de di�érences�nies. On peut alors éliminer les inconnues associées au tenseur de contraintes et obtenir unschéma du second ordre relatif au champ des déplacements.Raisonnons tout d'abord dans le cas bidimensionnel. À l'ordre Q1�Q0, on obtient un schémaà 9 points du même type que ceux obtenus avec une méthode des di�érences �nies standardou avec une méthode d'éléments �nis Q1 en déplacement [7]. Les analyses de dispersion de cesdeux schémas sont bien connues. Nous allons comparer ici notre schéma Q1�Q0 à chacun deces deux schémas. Bien entendu, l'anisotropie (numérique) entraîne que la dispersion dépendde la direction de propagation. Donc, la comparaison la plus pertinente consiste à comparer lesdi�érents schémas dans la direction de dispersion maximale (qui dépend a priori du schéma).Pour les ordres plus élevés l'interprétation en termes des di�érences �nies est un peu plus dé-licate : tous les noeuds du maillage ne jouent plus le même rôle. Plus précisément on distingue4 types des noeuds pour le schéma Q2 � Q1 et 9 types des noeuds pour le schéma Q3 � Q2.Ainsi les schémas numériques se comportent comme un système du second ordre dont la di-mension est supérieure à celle du problème continu (qui est de dimension 2 en l'occurrence).Cette dimension est 8 (4 types de noeuds � 2 composantes du déplacement) pour le schémaQ2�Q1 et 18 (9 types de noeuds � 2 composantes du déplacement) pour le schéma Q3�Q2.L'analyse de Fourier montre alors que des modes numériques purement parasites sont généréspar la discrétisation : 6 pour le schéma Q2 �Q1 et 16 pour le schéma Q3 �Q2. L'analyse dedispersion, plus complexe que dans le cas du schéma Q1 �Q0, doit être concentrée sur les 2modes non parasites qui constituent e�ectivement des approximations des modes continues.Par cette approche, nous montrerons des phénomènes de �super-convergence en dispersion� enétablissant que l'erreur de dispersion est en O(h2) pour le schéma Q1 �Q0, en O(h4) pour leschéma Q2�Q1 et en O(h6) pour le schéma Q3�Q2, ce qui renforce a priori l'utilisation desméthodes d'ordre élevé.Signalons que, bien que l'extension en milieu anisotrope soit conceptuellement sans di�culté,nous nous restreindrons pour des raisons de simplicité au cas des milieux isotropes. Pources milieux, en 3D, on distingue alors 3 types de modes : une onde P et deux ondes S maisseulement deux vitesses Vp et Vs, les deux modes de type S étant en fait un mode double.Le phénomène nouveau par rapport au 2D - outre la complexi�cation des calculs - est que ladiscrétisation casse cette structure. En e�et, au niveau discret on se retrouve avec deux ondesS distinctes (et donc deux vitesses de propagation numériques) - sauf dans certaines directionsde propagation, à savoir les directions parallèles à l'un des plans des coordonnées.56



Pour des raisons évidentes liées à la complexité grandissante des calculs, et malgré l'aide deMAPLE, nous limiterons notre étude de dispersion 3D au cas du schéma Q1 � Q0 que nouscomparons avec les schémas de di�érences �nies et des éléments �nis Q1 en déplacement.Avant d'entrer dans le détails, insistons ici sur le fait qu'il faut se garder de tirer de conclu-sions dé�nitives des études qui vont suivre. Pour avoir des informations exploitables, il faudraégalement prendre en compte la discrétisation en temps, objet du chapitre suivant.2.1 Le problème bidimensionnel en milieu homogène isotrope2.1.1 Interprétation des schémas en maillage régulierNous allons ici écrire les schémas numériques obtenus lorsque l'on utilise un maillageuniforme constitué de carrés de côté h.Tout élément de la discrétisation est de la forme,[xl1; xl+11 ]� [xm2 ; xm+12 ] = h� hNous avons représenté sur la �gure 2.1 les d.d.l correspondant aux éléments �nis Qk+1 �Qk,pour k = 0; 1 et 2. Sur ce type de maillages, on peut réinterpréter la méthode des éléments �nis
σ

Q - Q Q - Q Q - Q
1          0 2          1 3          2

d.d.l pour 

d.d.l pour 

v

Fig. 2.1: Les degrés de liberté pour les éléments �nis Q1 �Q0, Q2 �Q1 et Q3 �Q2.Qk+1 �Qk comme un schéma aux di�érences �nies. Ceci nous permettra de mener l'analysede dispersion sur les sections suivantes.Le schéma Q1 �Q0 et ses concurrentsDans ce cas, il y a périodicité de deux types de points (cf. �gure(2.2)) : les points notés 1et 2 qui seront respectivement indexés par (i; j) et (i+1=2; j+1=2). À chaque point de type 1correspondent 5 degrés de liberté associés au tenseur des contraintes � : �h11 (haut), �b11 (bas),�d22 (droite), �g22 (gauche) et �12. Aux points de type 2 correspondent deux degrés de liberté,associés aux deux composantes de la vitesse: v1 et v2.Les équations semi-discrétisées en espace qu'on obtient à partir du système (1.25), enmilieu homogène isotrope, sont les suivantes :8>><>>: d(v1)i+ 12 ;j+ 12dt = 12h �(�11)hi+1;j � (�11)hi;j + (�11)bi+1;j+1 � (�11)bi;j+1�+ 12h ((�12)i;j+1 � (�12)i;j + (�12)i+1;j+1 � (�12)i+1;j) ;(2.1) 57
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Fig. 2.2: Le maillage pour l'élément �ni Q1 �Q0.
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(�h11)i;j(�b11)i;j(�d22)i;j(�g22)i;j

3777777775 = 266666664 a c b bc a b bb b a cb b c a
377777775
266666664 B1B2B3B4

377777775 ;(2.4)
58



avec 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
B1 = 1h �(v1)i+ 12 ;j+ 12 � (v1)i� 12 ;j+ 12� ; B2 = 1h �(v1)i+ 12 ;j� 12 � (v1)i� 12 ;j� 12�B3 = 1h �(v2)i+ 12 ;j+ 12 � (v2)i+ 12 ;j� 12� ; B4 = 1h �(v2)i� 12 ;j+ 12 � (v2)i� 12 ;j� 12�a = 2V 4p � (V 2p � 2V 2s )22V 2p ; b = V 2p � 2V 2s2 ; c = (V 2p � 2V 2s )22V 2pet où Vp et Vs désignent les vitesses des ondes de pression et de cisaillementVp =s�+ 2�% ; Vs =r�% :On constate que grâce à la condensation de masse, on peut éliminer les inconnues associéesau tenseur des contraintes. En e�et, en reportant (2.3) et (2.4) dans (2.1) et (2.2), on obtientun système du deuxième ordre en temps qui peut s'écrire sous la forme matricielle suivante :d2dt2 24 v1v2 35 = 24 V 2p D2�;1 + V 2s D2�;2 (V 2p � V 2s )D12(V 2p � V 2s )D12 V 2p D2�;2 + V 2s D2�;1 35| {z }IKh 24 v1v2 35(2.5)

avec � = (V 2p � 2V 2s )24V 4p et � = 14 . Dans (2.5), v1 et v2 désignent les suites (v1)i+ 12 ;j+ 12 et(v2)i+ 12 ;j+ 12 , et nous avons introduitD2�;1f(i; j) = �D21f(i; j � 1) + (1� 2�)D21f(i; j) + �D21f(i; j + 1)avec D21 l'opérateur classique centré des di�érences �nies :D21f(i; j) = f(i+ 1; j) � 2f(i; j) + f(i� 1; j)h2 :Nous avons illustré les deux opérateurs D2�;1 et D2�;2 sur la �gure 2.4.
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Une classe générale de schémas d'ordre 2Nous remarquons que notre schéma (2.5) entre dans une classe plus générale de schémasnumériques d'ordre 2, dépendants des paramètres � et � (0 � � � 1=2; 0 � � � 1=2). Enparticulier pour :� � = � = 0 on retrouve le schéma des di�érences �nies.� � = � = 16 on retrouve le schéma des éléments �nis Q1.� � = (V 2p � 2V 2s )24V 4p et � = 14 on retrouve notre schéma.Remarque 2.1.1 1. Il est important de remarquer que pour le nouveau schéma le para-mètre � dépend du coe�cient de Poisson � et donc du milieu élastique considéré. C'està dire qu'il s'agit d'un schéma qui s'adapte au milieu de propagation.2. Le système (2.5) est une approximation des équations de l'élastodynamique écrit en dé-placement : d2dt2 24 v1v2 35 = 26664 V 2p d2dx21 + V 2s d2dx22 (V 2p � V 2s ) d2dx1dx2(V 2p � V 2s ) d2dx1dx2 V 2p d2dx22 + V 2s d2dx21 37775| {z }IK
24 v1v2 352.1.2 L'élément �ni Q2 �Q1Dans ce cas, pour la vitesse v, il y a périodicité de quatre types de points, les points notés1, 2, 3 et 4 (cf. �gure 2.5), qui seront respectivement indexés par (p� �; q� �), (p+ �; q� �),(p + �; q + �) et (p � �; q + �) avec � = p3=6. . Pour le tenseur des contraintes �, il y a
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avec(V1)p;q = � (v1)p��;q��(v1)p;q��(v1)p+�;q��(v1)p+�;q(v1)p+�;q+�(v1)p+;q+�(v1)p��;q+�(v1)p��;q(v1)p��;q �t(V2)p;q = � (v2)p��;q��(v2)p;q��(v2)p+�;q��(v2)p+�;q(v2)p+�;q+�(v2)p+;q+�(v2)p��;q+�(v2)p��;q(v2)p��;q �tet on peut réécrire le schéma semi-discret sous la forme du système généraled2dt2Uh + IKhUh = 0;où Uh = (Vp;q)(p;q)2Z2 est une suite à double indice à valeurs dans IR18 (i.e. Vp;q 2 IR18) etoù IKh est un opérateur agissant dans cet espace des suites. Les degrés de liberté intervenantdans le calcul de Vp;q sont les d.d.l associées aux 9 éléments qui sont assurés sur la �gure 2.11.2.1.4 Analyse de dispersion - GénéralitésNous rappelons d'abord que pour le problème continu, l'analyse de dispersion est l'étudede solutions particulières de la formeU = Uo exp {(~k � ~x� !t); Uo 2 IR2; ~k 2 IR2; ! 2 IR:(2.6)La relation (2.6) dé�nit de façon générale une onde plane U de vecteur d'onde ~k se propageantavec la vitesse de phase !=j~kj. On introduit ' l'angle de propagation:~k = (k1; k2); k1 = j~kj cos'; k2 = j~kj sin'Pour que U soit solution de l'équation de l'élastodynamique la relation suivante appelée rela-tion de dispersion doit être véri�ée : !2Uo = bIK(k) Uo;(2.7)où bIK(k) est une matrice 2� 2 hermitienne, donnée parbIK(k) = 24 V 2p k21 + V 2s k22 (V 2p � V 2s )k1k2(V 2p � V 2s )k1k2 V 2p k22 + V 2s k21 35 :L'équation (2.7) implique que !2 est une valeur propre de bIK(k) et Uo le vecteur propre associé.Il est alors facile de calculer les deux valeurs propres !21 et !22,!21 = V 2p (k21 + k22); U1o = (k1; k2);!22 = V 2s (k21 + k22); U2o = (�k2; k1):Nous savons alors que !1 correspond à une onde de pression se propageant avec la vitesse dephase Vp = !1=j~kj et !2 correspond à une onde de cisaillement se propageant avec la vitessede phase Vs = !2=j~kj. On peut constater que les vitesses de phase Vp et Vs sont indépendantesde la fréquence !, on dit alors que l'équation de l'élastodynamique est non dispersive. Cettepropriété ne sera plus vraie dans le cas des problèmes semi-discrets et discrets. En e�et, comme64



nous allons le voir la discrétisation induit un phénomène de dispersion numérique. Nous allons,dans un premier temps, étudier ce phénomène dans le cas du problème semi-discret. L'analysede dispersion pour le problème discret sera menée dans le chapitre suivant.Nous avons vu dans le sections précédentes qu'un maillage régulier peut être considérécomme un réseau périodique in�ni. Chaque cellule de ce réseau contient un certain nombrede noeuds caractéristiques. Le nombre de ces noeuds dépend de l'ordre des éléments �nisconsidérés. Plus précisément, nous avons montré que celui-ci correspond à 1 pour l'élémentQ1 �Q0, à 4 pour Q2 �Q1 et à 9 pour Q3 �Q2. Notons par[ih; (i + 1)h] � [jh; (j + 1)h]; (i; j) 2 Z2la cellule courante, on peut associer à chaque I = (i; j) un vecteur UI 2 C2(l+1)2 avec l = 0; 1et 2 l'ordre des éléments �nis considérés. Le problème semi-discret s'écrit alors sous la formed2dt2Uh + IKhUh = 0;(2.8)où Uh = (UI)I2Zd est une suite à double indice I(= (i; j)) à valeurs dans C2(l+1)2 et IKhreprésente un opérateur agissant dans cet espace des suites. L'opérateur IKh possède unepropriété fondamentale : il commute avec les translations. De façon plus précise, si Th estl'opérateur de translation qui associe à UI le vecteur UI+1 (correspondant à Ui+1;j+1), nousavons alors que Th commute avec IKh ThIKh = IKhTh:Cette propriété est une conséquence du caractère régulier et uniforme du maillage considère,et du fait que l'on s'intéresse à un milieu homogène. C'est elle qui va rendre l'analyse dedispersion discrète possible. Plus précisément, elle nous permet de réinterpréter (2.8) commeun système qui régit la propagation des ondes dans un milieu élastique périodique in�ni. Cequi justi�e de rechercher des solutions du problème (2.8) sous la formeUI = Uo exp {(~k � ~xI � !t); Uo 2 C2(l+1)2 ; (~k; ~xI) 2 IR2 � IR2; ! 2 IR(2.9)avec ~xI = (ih; jh). La relation (2.9) dé�nit de façon générale une onde plane numérique.Pour que UI soit solution du problème semi-discretisé en espace la relation de dispersionsuivante doit être véri�ée !2hUh =dIKh(k)Uh:Nous montrerons que le problème semi-discret admet 2(l+1)2, (l désignant l'ordre d'approxi-mation), solutions correspondant à des ondes planes numériques, tandis que pour le problème(2.7) il y a seulement 2 solutions (ondes planes continues). En fait, lorsque le pas de discrétisa-tion h tend vers zéro, il y a seulement 2 ondes planes numériques, qui tendent vers les solutionsdu problème continu. On appellera ces solution ondes planes physiques et les 2(l + 1)2 � 2autres, ondes planes parasites. Nous nous intéressons, dans ce qui suit, seulement aux ondesplanes physiques. Plus précisément, nous allons calculer pour les di�érents schémas correspon-dant aux éléments �nis Qk+1�Qk, (pour k = 0; 1 et 2 en 2D et pour k = 0 en 3D) les vitessesde phase numériques, puis nous les comparons aux vitesses de phase du problème continu.65



Dispersion du schéma Q1 �Q0Dans ce cas la matrice dIKh(k) est une matrice symétrique 2� 2 avec :8>>>>>><>>>>>>: dIKh[1; 1] = 1h2 �4V 2p X1(1� 4�X2) + 4V 2s X2(1� 4�X1)�dIKh[2; 2] = 1h2 �4V 2p X2(1� 4�X1) + 4V 2s X1(1� 4�X2)�dIKh[1; 2] = 4h2 �V 2p � V 2s �pX1(1�X2)pX2(1�X1)et X1 = sin2(k1h2 ); X2 = sin2(k2h2 )(2.10)Les deux valeurs propres de cette matrice sont données par la relation suivante(!2h)1;2 = 2h2 �(V 2p + V 2s )(X1 +X2)� 8(�V 2p + �V 2s )X1X2�� 2h2 (V 2p � V 2s )q(X1 �X2)2 + 4(X1 �X21 )(X2 �X22 )et correspondent aux ondes planes physiques. Notons �1h(= (!2h)1) et �2h(= (!2h)2) ces deuxvaleurs propres, nous avons alors le lemme suivant.Lemme 2.1.1 Les valeurs propres �1h et �2h admettent les développements limités suivants :�1h = j~kj2 V 2p � �2 cos2(') sin2(') 4�V 2p + 4�V 2s + V 2p3 � V 2s !� �2V 2p3 !K2 +O(K4)!�2h = j~kj2�V 2s ���2 cos2(') sin2(')�4�V 2p + 4�V 2s + V 2s3 � V 2p �� �2V 2s3 �K2 +O(K4)�Démonstration : Nous avons obtenu ces développements limités à l'aide du logiciel MAPLE(on connait ici explicitement les expressions de �1h et �2h).Ceci est un résultat de �super-convergence en dispersion� pour la classe générale de schémasdé�nis par le système (2.5).Comparaison des vitesses de phaseSoit (!h)ij~kj ; i = 1; 2 les vitesses de phase numériques, on introduit alors, les paramètresadimensionnels suivants : qp = (!h)1j~kjVp ; qs = (!h)2j~kjVs(2.11)où qp (resp. qs) est le rapport entre la vitesse de phase numérique et la vitesse de phasecontinue pour les ondes de pression (resp. cisaillement) qui dépendent des paramètres K =66



1N = j~kjh2� (où N est le nombre de points par longueur d'onde), ' et du coe�cient de Poisson� = �2(�+ �) . Sur les �gures suivantes (�g. 2.12 à 2.13) nous comparons les courbes dedispersion obtenues pour les trois schémas di�érents : nouveau schéma (schéma Q1 �Q0) (envert), schéma des éléments �nis Q1 (en bleu) et schéma des di�érences �nis (en rouge).' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45
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Fig. 2.12: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), � = 0:1.' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45
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Fig. 2.13: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), � = 0:4.Interprétation des courbes En ce qui concerne les ondes de Pression, on peut remarquerque pour les ondes planes se propageant dans une direction parallèle au maillage (' = 0) lestrois schémas présentent les mêmes courbes de dispersion. Pour les autres angles de propa-gation nous constatons que le schéma de di�érences �nies présente une dispersion inférieur àcelle obtenue avec le nouveau schéma qui est, à son tour, moins dispersif que le schéma deséléments �nis Q1. Pour les trois schémas la dispersion est monotone en fonction de l'angle67
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Fig. 2.14: Courbes correspondant à la direction de dispersion maximale pour les di�érentsschémas: les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas).de propagation '. Pour les schémas des éléments �nis Q1 et Q1 � Q0 les meilleurs résultatscorrespondent à ' = 0 et la dispersion augmente en fonction de l'angle, la direction la moinsprivilégiée est la diagonale (' = 45). Le schéma des di�érences �nies présente le comportementinverse : la direction la moins privilégiée correspond aux directions du maillage (' = 0) et ladispersion diminue ensuite, les meilleurs résultats sont obtenus sur la diagonale.En ce qui concerne les ondes de cisaillement, pour les directions du maillage (' = 0), lestrois schémas présentent les mêmes courbes de dispersion (comme pour les ondes P). Pour leséléments �nis Q1 �Q0 et Q1 la dispersion est toujours monotone en fonction de l'angle maisdans le sens inverse par rapport aux ondes de pression. En e�et, dans ce cas la direction lamoins privilégiée correspond à ' = 0 et les meilleurs résultats sont obtenus sur la diagonale.Pour le schéma des di�érences �nies il n'est pas facile de conclure car la direction la moinsprivilégiée change en fonction du coe�cient de Poisson �: elle correspond par exemple à ' = 0pour � = 0:1 et à ' = 45 pour � = 0:4.Sur la �gure 2.14 nous présentons (pour chaque valeur de �) la courbe de dispersion correspon-dant à la direction la moins privilégiée pour chaque schéma. Pour les ondes P, le classemententre les trois schémas est clair : les meilleurs résultats sont obtenus pour les di�érences �niesensuite les éléments Q1�Q0 et �nalement les éléments Q1. Pour les ondes S c'est moins clair :en fait, les résultats sont identiques pour les éléments �nis Q1 � Q0 et Q1. Le schémas desdi�érences �nies donne les mêmes résultats que les autres schémas pour des petits valeurs de� (� = 0:1; 0:2) mais des résultats moins bons pour � grand (� = 0:3; 0:4).Étude de l'erreur de polarisationÀ l'onde P numérique est associée une direction du mouvement U1h qui est la directionpropre de la matricedIKh(k) correspondant à la plus grande valeur propre (!2h)1. Cette directionest di�érente de la direction donnée par U1o = (k1; k2) qui est celle du mouvement pour l'onde68



P continue. Nous noterons �' l'angle entre ces deux directions :�' = angle(U1o ; U1h)De même à l'onde S numérique est associée une direction du mouvement U2h qui est la directionpropre de la matricedIKh(k) correspondant à la plus petite valeur propre (!2h)2. Cette directionest di�érente de la direction U2o perpendiculaire à ~k qui est la direction de l'onde S continue.Les directions U1h et U2h étant perpendiculaires (la matrice dIKh(k) est symétrique) on a :�' = angle(U1o ; U1h) = angle(U2o ; U2h)La direction U1h est donnée par : U1h k 0@ dIKh[1; 2](!2h)1 �dIKh[2; 2] 1Aaprès un simple calcul on montre :U1h k 0@ 2pX1 �X21pX2 �X22�(X1�X2) +p(X1 �X2)2 + 4(X1 �X21 )(X2 �X22 ) 1ACe résultat est intéressant car il montre que l'erreur de polarisation est la même pour tous lesschémas dé�nis par (2.5) et ne dépend pas des caractéristiques du milieu élastique considéré.On peut aussi remarquer que l'erreur est nulle pour les directions de propagation liées aumaillage 0� et 45�. Nous présentons sur la �gure 2.15 �' pour ' 2 [10; 40] en fonction de K.0246810121416180 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
10152025303540

Fig. 2.15: �' en fonction de K.Dispersion du schéma Q2 �Q1Dans ce cas, la matrice dIKh(k) a huit valeurs propres. Les deux premières, notées �1h(=(!2h)1) et �2h(= (!2h)2), correspondent aux ondes planes physiques, plus précisément on alimh!0 (!h)1jkj ! Vp et limh!0 (!h)2jkj ! Vs69



Les six autres valeurs propres correspondent à des ondes parasites et elles tendent vers l'in�niquand h tend vers 0. Concernant les valeurs propres physiques nous pouvons prouver le:Lemme 2.1.2 Les valeurs propres �1h et �2h admettent les développements limités suivants :8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
�1h = j~kj2 V 2p � �4V 2pK490 (1 + e1) +O(K6)!�2h = j~kj2�V 2s � �4V 2s K490 (1 + e2) +O(K6)�e1 = 2 cos2 ' sin2 '� V 2sV 2p �1� V 2sV 2p � 40 cos4 ' sin4 'e2 = �12 cos2 ' sin2 '+ 40 cos4 ' sin4 '+20V 4sV 4p cos2 ' sin2 '(1 � 2 cos2 ' sin2 ')Démonstration : Nous l'avons menée à l'aide du logiciel MAPLE (voir [50] Annexe B).Nous allons visualiser ici la dispersion numérique du schéma semi-discret correspondant auxéléments �nis Q2�Q1, en représentant les courbes de dispersion qui caractérisent les variationsdes vitesses adimensionnelles qp et qs (dé�nies par 2.11) en fonction de K et de ' pourdi�érentes valeurs du coe�cient de Poisson �. Nous pouvons remarquer que pour une onde� = 0:1 � = 0:2 � = 0:3 � = 0:4
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Fig. 2.16: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour l' élémentQ2 �Q1.plane se propagent dans une direction parallèle au maillage (' = 0) la dispersion est la mêmepour les ondes P et S et elle ne dépend pas du coe�cient de Poisson �. Cette direction (' = 0)correspond par ailleurs à la direction la moins privilégiée pour les ondes S et au contraire àla direction pour laquelle le schéma est moins dispersif sur les ondes P. Ce qui implique, enparticulier, que la dispersion des ondes P est plus signi�cative que celle des ondes S.70



On constate aussi que la dispersion sur les ondes S est monotone en fonction de l'angle depropagation '. Ceci n'est plus vrai pour les ondes P. Cependant, pour toutes les valeurs de �on obtient les meilleurs résultats pour ' = 0 et les moins bons pour ' = 15.Notons �nalement que pour une direction de propagation �xée, la dispersion pour les ondes Paugmente avec �. Une autre particularité de la dispersion des ondes P est qu'il y a une valeurcritique du paramètre K à partir de laquelle la précision diminue de façon plus importante.
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Fig. 2.17: L'ordre d'approximation pour K petit.On s'intéresse ensuite à l'évolution de log (Vp;h � Vp) (Vp;h étant la vitesse de phase numé-rique pour les ondes P) en fonction de logK pour les petites valeurs de K. On trace ici la pentede la courbe, c'est dire �(log (Vp;h � Vp)) en fonction de �(logK) (le symbol � correspondantà la dérivé discrète). L'erreur d'approximation du schéma semi-discret est d'ordre 4, ce qui estconforme à ce que l'on espérait.Dispersion du schéma Q3 �Q2Pour ce schéma la matrice dIKh(k) a dixhuit valeurs propres. Les deux premières qu'onnotera encore �1h = (!2h)1 et �2h = (!2h)2 correspondent aux ondes physiques. Les 16 autres,qui correspondent à des ondes parasites, tendent vers l'in�ni quand h tend vers 0. Pour lesvaleurs propres physiques nous pouvons prouver le lemme suivant.Lemme 2.1.3 Les valeurs propres �1h et �2h admettent les développements limités suivants :8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
�1h = j~kj2 V 2p � �6V 2pK642525 (1 + e3) +O(K8)!�2h = j~kj2�V 2s � �6V 2s K642525 (1� e4) +O(K8)�e3 = 3 cos2 ' sin2 'cos2(2')� V 2sV 2p �1� V 2sV 2p � 28 cos4 ' sin4 'e4 = �72 cos4 '(cos2 ' sin2 '� 1)� 25 cos2 ' sin2 '+V 4sV 4p (84 cos6 ' sin2 '+ 28 cos2 ' sin2 '+ 84 cos4 ' sin2 ')71



Démonstration : Celle ci est calculatoire. Nous l'avons menée à l'aide du logiciel MAPLE(voir [50] Annexe B).Sur les �gures suivantes nous présentons les courbes de dispersion pour le schéma semi-discrétisé en espace. Comme pour les éléments de plus bas degré nous pouvons remarquer� = 0:1 � = 0:2 � = 0:3 � = 0:4
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Fig. 2.18: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour l' élémentQ3 �Q2.que pour ' = 0 la dispersion est la même pour les ondes P et S et elle est indépendante ducoe�cient de Poisson �. Pour les autres angles de propagation la dispersion des ondes S estmoins importante que celle des ondes P (ce qui était déjà le cas pour les éléments d'ordremoins élevé). On constate aussi que comme pour l'élément Q2 �Q1 il y a une valeur critiquedu paramètre K à partir de laquelle la précision sur la vitesse de phase de ondes P diminuede façon plus importante.Comme pour le schéma Q3 �Q2 la dispersion des ondes P est plus signi�cative que celledes ondes S et pour ' = 0 la dispersion est la même pour les ondes P et S et elle ne dépendpas du coe�cient de Poisson �. La direction de dispersion maximale correspond à ' = 15 pourles ondes P et à ' = 0 pour les ondes S.Pour véri�er ensuite que le schéma est e�ectivement d'ordre 6 nous avons tracé (commepour l'élément Q2�Q1) sur la �gure suivante l'évolution de �(log (Vp;h � Vp)) en fonction de�(logK) pour les petites valeurs de K.2.1.5 ConclusionsL'étude de dispersion nous a permis de mettre en evidence un phénomène de �super-convergence� en établissant que l'erreur de dispersion est en O(h2) pour le schéma Q1 � Q0,en O(h4) pour le schéma Q2 � Q1 et en O(h6) pour le schéma Q3 � Q2. Ce résultat a étéobtenu de façon analytique (Lemmes 2.1.1, 2.1.2 et 2.1.3) mais il a été également con�rmépar les résultats numériques. Il est très intéressant et ne laisse pas de doute sur l'intêret del'utilisation des méthodes d'ordre élevé. Pour s'en convaincre nous proposons ici un cas test :supposons que nous sommes interessé par la modélisation de la propagation des ondes dans un72
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�(logK)Fig. 2.19: L'ordre de l'approximation pour K petit, schéma Q3 �Q2.milieu élastique avec � = 0:2 et considérons qu'on veut limiter l'erreur de dispersion à moinsde 1%. Pour �xer alors le pas de discrétisation nous allons consulter les courbes de dispersion.En pratique comme la vitesse des ondes S est inférieure à celle des ondes P, cela consiste à �xerle nombre des points par longueur d'onde S. Nous présentons sur la �gure 2.20 les courbesdes dispersion sur les ondes S et P, correspondant à � = 0:2 et à la direction de dispersionmaximale pour les schémas Q1�Q0 (' = 0 pour Vs et ' = 45 pour Vp), Q2�Q2 (' = 0 pourVs et ' = 15 pour Vp) et Q3 �Q2 (' = 0 pour Vs et ' = 15 pour Vp)).Comme nous pouvons le constater sur la �gure 2.20 pour obtenir une erreur inférieure à1% il faut prendre� 1=0:075 � 13:33 points par longueur d'onde S, si on utilise le schéma Q1 �Q0,� 1=0:34 � 3 cellules et donc 6 (3 cellules �2 points par cellule) points par longueur d'ondeS, si on utilise le schéma Q2 �Q1,� 1=0:5 � 2 cellules et donc 6 (2 cellules �3 points par cellule) points par longueur d'ondeS, si on utilise le schéma Q3 �Q2.Pour chaque schéma ce nombre de points par longueur d'onde S correspond à un nombredes points par longueur d'onde P qui est supérieur. Plus précisement nous avons� 22 points (K = 0:045) par longueur d'onde P, pour le schéma Q1�Q0,� 10 points (K = 0:2) par longueur d'onde P, pour le schéma Q2�Q1,� 10 points (K = 0:3) par longueur d'onde P, pour le schéma Q3�Q2.Sur la �gure 2.20 (à droite) nous avons également tracé (lignes verticales) le nombre de cellulespar longueur d'onde P pour les trois schémas. L'intersection de ces courbes avec les courbesde dispersion nous donne la precision qu'on obtient avec chaque schéma sur les ondes P. Surcet exemple nous obtenons (voir �gure 2.21) une erreur de 0:4% pour le schéma Q1 �Q0, de0:1% pour le schéma Q2 �Q1 et un erreur d'environs 0:01% pour le schéma Q3 �Q2.73
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KFig. 2.21: Comparaison des courbes de dispersion sur les ondes P entre les schémas Q1�Q0,Q2 �Q1 et Q3 �Q2 pour � = 0:2 et la direction de dispersion maximale.2.2 Le problème tridimensionnel2.2.1 Interprétation du schémaNous allons considérer ici un maillage uniforme constitué des cubes de coté h et nousallons écrire le schéma numérique obtenu avec l'élément �ni de plus bas degré. Comme nouspouvons le constater sur la �gure 2.22, il y a périodicité de deux types de points : les sommetsdu maillage indexés par (i; j; k), auxquels sont associés les 18 degrés de liberté du tenseur decontraintes et les centres des éléments indexés par (i+ 12 ; j+ 12 ; k+ 12), auxquels sont associésles 3 degrés de liberté de la vitesse. Les équations semi-discrétisées en espace qu'on obtient apartir du système (1.25) sont décrites dans [50] (chapitre 3).Comme en 2D on peut éliminer � dans les équations semi-discrétisées en espace, on obtientalors un système du deuxième ordre en vitesse, qui peut s'écrire sous forme matricielle :d2Vdt2 = IKhV;(2.12)avec V = (v1; v2; v3) et où nous avons noté par v1, v2 et v3 les suites (v1)i+ 12 ;j+ 12 ;k+ 12 ,(v2)i+ 12 ;j+ 12 ;k+ 12 et (v3)i+ 12 ;j+ 12 ;k+ 12 . L'opérateur IKh apparaît ici comme un opérateur agis-sant dans l'espace des suites à trois indices (i, j et k) à valeurs dans IR3 et il est dé�ni par74
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Fig. 2.22: Un maillage uniforme en 3D.
IKh = 26666664 V 2p D21;�;
1 + V 2s (D22;�1;�2;
2 +D23;�1;�2;
2) ; (V 2p � V 2s )D212;� ; (V 2p � V 2s )D213;�(V 2p � V 2s )D212;� ; V 2p D22;�;
1 + V 2s (D21;�1;�2;
2 +D23;�1;�2;
2) ; (V 2p � V 2s )D223;�(V 2p � V 2s )D213;� ; (V 2p � V 2s )D223;� ; V 2p D23;�;
1 + V 2s (D21;�1;�2;
2 +D22;�1;�2;
2)

37777775Les opérateurs D2i;�;
1 ; i = 1; :::; 3 ;D2i;�1;�2;
2 ; i = 1; :::; 3 ;sont des opérateurs discrets qui approchent les dérivées continuesd2dx2i ; i = 1; :::; 3 :De même D2ij;�; i; j = 1; :::; 3; i 6= j ;approche d2dxixj ; i; j = 1; :::; 3; i 6= j :Avant de décrire ces opérateurs on peut remarquer que le système (2.12) peut s'interprétercomme un système de di�érences �nies à 27 points. On dé�nit maintenant les opérateursclassiques centrés des di�érences �niesD21f(i; j; k) = f(i+ 1; j; k) � 2f(i; j; k) + f(i� 1; j; k)h2 ;75



D22 et D23 sont dé�nis de la même façon en dérivant dans la direction x2 et x3 respectivement.Ainsi queD212f(i; j; k) = f(i+ 1; j + 1; k) + f(i� 1; j � 1; k) � f(i+ 1; j � 1; k) � f(i� 1; j + 1; k)h2 ;et de même D213 et D223. On peut alors écrire les opérateurs discrets qui interviennent dansnotre schéma sous la forme suivanteD21;�;
1f(i; j; k) = � �D21f(i; j + 1; k) +D21f(i; j � 1; k) +D21f(i; j; k + 1) +D21f(i; j; k � 1)�+
1 �D21f(i; j + 1; k + 1) +D21f(i; j + 1; k � 1) +D21f(i; j � 1; k + 1)+D21f(i; j � 1; k � 1)�+ (1� 4�� 4
1)D21f(i; j; k)D22;�;
1f(i; j; k) = � �D22f(i+ 1; j; k) +D22f(i� 1; j; k) +D22f(i; j; k + 1) +D22f(i; j; k � 1)�+
1 �D22f(i+ 1; j; k + 1) +D22f(i+ 1; j; k � 1) +D22f(i� 1; j; k + 1)+D22f(i� 1; j; k � 1)�+ (1� 4�� 4
1)D22f(i; j; k)D23;�;
1f(i; j; k) = � �D23f(i+ 1; j; k) +D23f(i� 1; j; k) +D23f(i; j + 1; k) +D23f(i; j � 1; k)�+
1 �D23f(i+ 1; j + 1; k) +D23f(i+ 1; j � 1; k) +D23f(i� 1; j + 1; k)+D23f(i� 1; j � 1; k)�+ (1� 4�� 4
1)D23f(i; j; k)D212;�f(i; j; k) = � �D212f(i; j; k + 1) +D212f(i; j; k � 1)�+ (1� 2�)D212f(i; j; k)D213;�f(i; j; k) = � �D213f(i; j + 1; k) +D213f(i; j � 1; k)� + (1� 2�)D213f(i; j; k)D223;�f(i; j; k) = � �D223f(i+ 1; j; k) +D223f(i� 1; j; k)� + (1� 2�)D223f(i; j; k)Les opérateurs D2i;�1;�2;
2 ; i = 1; :::; 3 dépendent de la quantité qu'on dérive et on peut remar-quer dans la dé�nition de la matrice IKh que nous avons des termes du type D2i;�1;�2;
2Vj ; i; j =1; :::; 3; i 6= j. On dé�nit D22;�1;�2;
2V1(i; j; k) de la façon suivanteD22;�1;�2;
2V1(i; j; k) = �1 �D22V1(i+ 1; j; k) +D22V1(i� 1; j; k)�+�2 �D22V1(i; j; k + 1) +D22V1(i; j; k � 1)�+
2 �D22V1(i+ 1; j; k + 1) +D22V1(i+ 1; j; k � 1) +D22V1(i� 1; j; k + 1)+D22V1(i� 1; j; k � 1)�+ (1� 2�1 � 2�2 � 4
2)D22V1(i; j; k)on peut remarquer que la di�érence par rapport à l'opérateur D22;�;
1 est que au lieu de mettrele même poids aux points (i+1; j; k), (i� 1; j; k), (i; j +1; k) et (i; j � 1; k) nous avons utiliséle poids �1 pour (i + 1; j; k), (i � 1; j; k) et le poids �2 pour (i; j + 1; k), (i; j � 1; k). En faitpour cet opérateur on met �1 dans la direction de la composante de la vitesse qu'on dérive.76



De la même façon on aD22;�1;�2;
2V3(i; j; k) = �2 �D22V3(i+ 1; j; k) +D22V3(i� 1; j; k)�+�1 �D22V3(i; j; k + 1) +D22V3(i; j; k � 1)�+
2 �D22V3(i+ 1; j; k + 1) +D22V3(i+ 1; j; k � 1) +D22V3(i� 1; j; k + 1)+D22V3(i� 1; j; k � 1)�+ (1� 2�1 � 2�2 � 4
2)D22V3(i; j; k)Les autres opérateurs D2j;�1;�2;
2 se dérivent à partir des opérateurs D22;�;
1 en suivant exacte-ment le même principe et donc nous ne les détaillons pas ici.Une classe générale de schémas d'ordre 2Comme dans le cas 2D on peut remarquer que le système (2.12) décrit une classe générale deschémas numériques d'ordre 2, dépendant des paramètres positifs �, �1, �2, 
1, 
2 et � avec0 � �+ 
1 � 1=4, 0 � �1 + �2 + 2
2 � 1=2 et 0 � � � 1=4. Plus particulièrement pour :� � = �1 = �2 = 
1 = 
2 = � = 0 on retrouve le schéma des di�érences �nies.� � = �1 = �2 = 19 ; 
1 = 
2 = 136 et � = 16 on retrouve le schéma des éléments �nis Q1.� � = (V 2p � 2V 2s )28V 2p (V 2p � V 2s ) ; �1 = 14 ; �2 = 0; 
1 = �(V 2p � 2V 2s )2V 2p ; 
2 = 0 et � = 2� on retrouvenotre schéma.Remarque 2.2.1 1. Il est important de remarquer que pour le nouveau schéma les pa-ramètres �, 
1 et � dépendent du coe�cient de Poisson � et donc du milieu élastiqueconsidéré. Comme dans le cas 2D on peut dire qu'il s'agit d'un schéma qui s'adapte aumilieu de propagation.2. Le système (2.12) est une approximation des équations de l'élastodynamique écrit endéplacement : d2Udt2 = IKUavec
IK = 266666666664

V 2p d2dx21 + V 2s ( d2dx22 + d2dx23 ) (V 2p � V 2s ) d2dx1dx2 (V 2p � V 2s ) d2dx1dx3(V 2p � V 2s ) d2dx1dx2 V 2p d2dx22 + V 2s ( d2dx21 + d2dx23 ) (V 2p � V 2s ) d2dx2dx3(V 2p � V 2s ) d2dx1dx3 (V 2p � V 2s ) d2dx2dx3 V 2p d2dx23 + V 2s ( d2dx21 + d2dx22 )
37777777777577



2.2.2 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnelL'analyse de dispersion en 3D est l'étude de solutions particulières de la formeU = Uo exp {(~k � ~x� !t); Uo 2 IR3; ~k 2 IR3; ! 2 IR;Cette relation dé�nie de façon générale une onde plane U de vecteur d'onde ~k se propageantavec la vitesse de phase !=j~kj. On repérera ici, les composantes du vecteur d'onde ~k par rapportaux deux angles ' et � selon les expressions :k1 = j~kj cos(') sin(�); k2 = j~kj sin(') sin(�); k3 = j~kj cos(�)Pour que U soit solution de l'équation de l'élastodynamique la relation suivante appelée
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Fig. 2.23: Représentation de ~k.relation de dispersion doit être véri�ée :!2Uo = bIK(k) Uo; k = (k1; k2; k3)où la matrice bIK(k) est donnée parbIK(k) = 266664 V 2p k21 + V 2s (k22 + k23) (V 2p � V 2s )k1k2 (V 2p � V 2s )k1k3(V 2p � V 2s )k1k2 V 2p k22 + V 2s (k21 + k23) (V 2p � V 2s )k2k3(V 2p � V 2s )k1k3 (V 2p � V 2s )k2k3 V 2p k23 + V 2s (k21 + k22)
377775 :L'équation (2.7) implique que !2 est une valeur propre de bIK(k) et Uo le vecteur propre associé.Un simple calcul montre que les trois valeurs propres de bIK(k) sont données par!21 = V 2p j~kj; U1o = (k1; k2; k3);!22 = V 2s j~kj; U2o ? U1o ; U2o ? U3o ;!23 = V 2s j~kj; U3o ? U1o ; U3o ? U2o :La première valeur propre (!21) correspond à une onde de pression qui se propage dans ladirection donnée par le vecteur propre U1o ,U1o = (� cos(') cos(�);� sin(') cos(�); cos(�)):78



La deuxième valeur propre (!22) = (!23) est une valeur propre double. Ceci implique que lesdeux ondes planes S se propagent avec la même vitesse Vs mais dans deux directions di�érentesdonnées par les vecteurs propres U2o et U3o (avec U3o ? U2o ). On distingue les deux ondes decisaillement par leur direction de propagation. On appellera SH (polarisation horizontale)l'onde associée au vecteur propre U2o ,U2o = (� sin(');� cos('); 0);et SV (polarisation verticale) l'onde associée au vecteur propre U3o ,U3o = (� cos(') cos(�);� sin(') cos(�); cos(�)):Nous avons illustré les trois directions de propagation (pour les ondes P, SH et SV) sur la�gure (2.24).
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Fig. 2.24: Représentation de trois directions de propagation pour les ondes P, SH et SV.Comme pour le problème bidimensionnel les vitesses de phase Vp et Vs sont indépendantesde la fréquence ! : l'équation de l'élastodynamique est non dispersive. Cependant ceci n'estplus vraie dans le cas des problèmes semi-discrets et discrets. De plus, dans ce cas nousavons trois valeurs propres distinctes. Ceci implique, en particulier, que les vitesses de phasecorrespondant aux ondes de cisaillement sont dans ce cas di�érentes, même si elles tendenttoutes les deux vers la vitesse Vs (continue) quand h tend vers zéro. Comme nous allons levoir les courbes de dispersion ne sont pas les mêmes pour les ondes SH et SV.Pour analyser l'erreur de dispersion numérique nous allons utiliser, comme en 2D, l'écrituredu schéma un maillage régulier. Dans ce cas, chaque cellule du maillage, notée[ih; (i + 1)h]� [jh; (j + 1)h];�[kh; (k + 1)h]; (i; j; k) 2 Z3;contient un noeud caractéristique I = (i; j; k) (voir section 2.2.1) auquel est associé un vecteurUI 2 C3. Le problème semi-discret s'écrit alors sous la formed2dt2Uh + IKhUh = 0;où Uh = (UI)I2Z3 est une suite à triple indice I(= (i; j; k)) à valeurs dans C3 et IKh repré-sente un opérateur agissant dans cet espace des suites. Nous pouvons ensuite introduire Th79



l'opérateur de translation qui associe à UI le vecteur UI+1 (correspondant ici à Ui+1;j+1;k+1),et nous obtenons, comme pour le problème en 2D, que Th commute avec IKhThIKh = IKhTh:Ceci justi�e de rechercher des solutions du problème semi-discret sous la formeUI = Uo exp {(~k � ~xI � !t); Uo 2 C3; (~k; ~xI) 2 IR3 � IR3; ! 2 IRavec ~xI = (ih; jh; kh). Cette relation dé�nit de façon générale une onde plane numérique, pourque cette onde soit solution du problème semi-discretisé en espace la relation de dispersionsuivante doit être véri�ée !2hUh =dIKh(k)Uh:Pour l'élément �ni Q1 � Q0, la matrice dIKh(k) est une matrice symétrique 3 � 3 qui dépenddes paramètres �, �1, �2, 
1, 
2 et � (son expression est donnée dans [50]).Comme en 2D, !h=j~kj représente la vitesse de phase numérique et on introduit les rapportsentre les vitesses de phase continue et numériques pour les ondes P et S:qp = (!h)1j~kjVp ; q1s = (!h)2j~kjVs ; q2s = (!h)3j~kjVsqui dépendent des paramètres K = j~kjh=(2�), �, ' et du coe�cient de Poisson �.Lemme 2.2.1 Les valeurs propres �ih = (!2h)i, i = 1; :::; 3 admettent les développementslimités suivants : 8>>>><>>>>: �1h = j~kj2 �V 2p +O(K2)��2h = j~kj2 �V 2s +O(K2)��3h = j~kj2 �V 2s +O(K2)�Démonstration : Nous l'avons menée à l'aide du logiciel MAPLE (voir [50] Annexe C).Comme dans le cas bidimensionnel nous allons comparer ici les courbes de dispersion obtenuespour les trois schémas di�érents : nouveau schéma (en vert), schéma des éléments �nis Q1 (enbleu) et schéma des di�érences �nis (en rouge). Nous avons remarqué que pour � = 0 lesvaleurs propres de la matrice bIKh(k) se simpli�ent, dans ce cas on a :qp = q1s = q2s = sin(�K)=(�K):Et ceci pour tous les schémas (c.à.d DF , Q1 et le nouveau). Donc, pour � = 0 les courbesde dispersion sont les mêmes pour tous les angles ' et pour tout �. Nous représentons surles �gures 2.25et 2.26 les courbes de dispersion pour chaque schéma en fonction de K pourdi�érentes valeurs de ' et de � et pour l'angle � qui correspond à la direction de dispersionmaximale pour chaque schéma. 80
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Fig. 2.25: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondesSH (en bas) pour � = 0:1' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45
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Fig. 2.26: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondesSH (en bas) pour � = 0:4 81



Interprétation des courbes En ce qui concerne les ondes de Pression, on peut remarquerque le schéma de di�érences �nies présente une dispersion inférieure à celle obtenue avec lenouveau schéma qui à son tour est moins dispersif que le schéma des éléments �nis Q1.En ce qui concerne les ondes de Cisaillement (SV et SH), le nouveau schéma présenteen général la même dispersion que le schéma des di�érences �nies et il est meilleur que leschéma de éléments �nis Q1 à la seule exception des courbes de dispersion pour les ondes SHcorrespondant à � = 0:4. Dans ce dernier cas le nouveau schéma présente la même dispersionque le schéma Q1 est il est meilleur que le schéma des DF . Pour conclure nous avons représentésur la �gure 2.2.2 les courbes de dispersion en fonction de K pour di�érentes valeurs � et auxangles '� � qui correspond à la direction de dispersion maximale pour chaque schéma.� = 0:1 � = 0:2 � = 0:3 � = 0:4
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Fig. 2.27: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion maximale pour les ondes P(en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondes SH (en bas).
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Chapitre 3Analyse de stabilité3.1 Introduction - Généralités.Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés au problème semi-discrétiséen espace. Ce problème s'écrit de façon générale sous la forme suivante : trouver (�h; Vh) 2L2(0; T ; (IRN1))� L2(0; T ; (IRN2)) tels que8>><>>: M� d�hdt + IBThVh = 0Mv dVhdt + IBh�h = 0(3.1)où nous avons noté �h = (�1; :::;�N1) et Vh = (V1; :::; VN2) les coordonnées des fonctions �het vh respectivement sur les bases BN1 = f�IgN1I=1 (avec N1 = dimXhsym) et BN2 = fwIgN2I=1(avec N2 = dimMh) des espaces Xhsym et Mh correspondant aux éléments �nis Qk+1 � Qk.Les matrices M�, Mv et IBh sont dé�nies par(i) (M�)I;J = (A�I ; �J)(L2(
))d2 ; 1 � I; J � N1;(ii) (Mv)I;J = (%wI ; wJ)(L2(
))d ; 1 � I; J � N2;(iii) (IBh)I;J = (wI ;div�J)(L2(
))d ; 1 � I � N2; 1 � J � N1;d étant la dimension du problème et IBTh désignant la transposée de la matrice IBh. Commenous l'avons déjà montré, la condensation de masse nous permet d'éliminer les inconnuesassociées au tenseur des contraintes, et réécrire le système (3.1) sous la forme équivalentesuivante: Mv d2Vhdt2 +KhVh = 0(3.2)avec Kh = IBhM�1� IBth:Il nous reste maintenant à dé�nir la discrétisation en temps. Le plus simple consiste à utiliserle schéma classique saute mouton avec 3 pas de tempsMv V n+1h � 2V nh + V n�1h�t2 +KhV nh = 0;(3.3) 83



où �t représente le pas de discrétisation en temps. Il s'agit d'un schéma d'ordre 2 en temps.Nous allons montrer que l'analyse de stabilité nous permet de choisir un pas en temps quiest proportionnel au pas de discrétisation en espace, ce qui implique, en particulier, que laprécision du schéma est en O(h2) globalement. De façon équivalente on peut discrétiser lesystème du première ordre en temps (3.1), comme il suit8>>><>>>: M��n+1=2h � �n�1=2h�t + IBThV nh = 0Mv V n+1h � V nh�t + IBh�n+1=2h = 0(3.4)Il est alors facile de montrer que les systèmes (3.3) et (3.4) sont équivalents.Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser à la discrétisation en temps du système (3.2),car d'une part il ne fait intervenir que les inconnues associées à la vitesse (il est donc moinscher du point de vue stockage), d'autre part il est plus facile de dé�nir des schémas d'ordreélevé en temps pour ce système. Ce dernier point est d'autant plus important dans le cas deséléments �nis d'ordre élevé. En e�et, nous avons montré que sur des maillages réguliers nousavons des erreurs de dispersion en espace en O(h4) (resp. O(h6)) pour les éléments Q2 � Q1(resp. Q3 �Q2). Il est donc naturel, d'utiliser dans ce cas des schémas d'ordre élevé en tempségalement. Pour ce faire, nous allons utiliser l'approche de l'équation modi�ée (décrite dans[23, 28, 49]), qui nous permet de conserver un schéma stable à 3 pas de temps. Plus précisémentcela consiste à utiliser un schéma d'ordre élevé en temps dé�ni de façon générale parMv V n+1h � 2V nh + V n�1h�t2 +KhV nh � 2 k�1Xl=1(�1)l+1 �t2l(2l + 2)!K l+1h V nh = 0:(3.5)Il s'agit d'un schéma d'ordre 2k en temps (cf. [49]). En pratique nous n'allons utiliser que lesschémas d'ordre 4 et 6 dé�nis par (3.5) pour k = 2 et k = 3 respectivement. Nous avons alors,Mv V n+1h � 2V nh + V n�1h�t2 +Kh � V nh � �t212 KhV nh � = 0(3.6)pour k = 2 etMv V n+1h � 2V nh + V n�1h�t2 +Kh� V nh � �t212 Kh � V nh � �t230 KhV nh � � = 0(3.7)pour k = 3.Une analyse importante pour l'implémentation des schémas numériques est l'analyse destabilité car il est bien connu que les schémas explicites dépendent d'une condition de stabilité.Pour mener cette analyse nous considérons comme dans le chapitre 2 le problème dans unmilieu homogène in�ni. Nous avons vu (cf. chapitre 2), que dans ce cas, le problème semi-discret s'écrit sous la forme d2Uhdt2 + IKhUh = 0où Uh = (UI)I2Zd est une suite à double indice (ou triple en 3D), à valeurs dans IRd(l+1)d ,(l = 0; 1; 2 étant l'ordre des éléments �nis considérés), et où IKh représente un opérateur84



agissant dans cet espace des suites. De même le problème discrétisé en temps (pour le schémad'ordre 2 par exemple), s'écrit,Un+1h � 2Unh + Un�1h�t2 + IKhUnh = 0(3.8)Nous nous intéressons ici à la stabilité L2 de ce schéma. Plus précisément, introduisonsl2h(IRd(l+1)d) l'espace des suites de carré sommable. Nous munissons l2h de la norme,kUnh k2 def= (Unh ; Unh ) = XI2Zd hdjUI j2;avec jUI j la norme usuelle dans IRd(l+1)d . La stabilité du schéma (3.8) équivaut à montrerdes estimations uniformes sur kUnh k. Pour ce faire, il est classique d'utiliser des techniquesd'énergie. On montre que, En+1=2h = En�1=2h = ::: = E1=2h(3.9)où l'énergie discrète est dé�nie par,En+1=2h = 12 0@




Un+1h � Unh�t 




2 + (IKhUn+1h ; Unh )1Aqui est bien entendu un équivalent de l'énergie continue. Pour obtenir (3.9), rappelons qu'ilsu�t de multiplier scalairement (3.8) par (Un+1h � Unh )=�t.Une fois qu'on a obtenu la conservation de l'énergie discrète, on peut alors en déduire lastabilité du schéma si on montre que cette énergie est une forme quadratique positive. Nousomettons ici les calculs qui sont classiques (cf. [7]). On obtient que le schéma (3.8) est stablesi et seulement si �t2kIKhk4 � 1;où par dé�nition la norme kIKhk est donnée parkIKhk = supUh2l2h (IKhUh; Uh)kUhk :De même pour les autres schémas de discrétisation en temps (ordre 4 et 6), on peut montrer(cf. [49]) qu'ils sont stables si et seulement si,� Schéma d'ordre 4 (3.6), �t2kIKhk4 � 3� Schéma d'ordre 6 (3.7), �t2kIKhk4 � 5 + 3p5� 3p252On obtient alors une expression explicite de la condition de stabilité si on est capable decalculer kIKhk. Dans le cas de l'élément de plus bas degré et pour des maillages réguliers nousavons e�ectuer ce calcul analytiquement en utilisant une analyse de Fourier disctète. Pour lesschémas d'ordre supérieur nous avons calculé kIKhk numériquement.85



3.2 Stabilité de la classe générale des schémas d'ordre 2 en di-mension 2.La condition de stabilité pour le schéma de saute mouton est :�t2 kIKhk4 � 1Nous allons ici calculer kIKhk pour la classe générale des schémas dé�nie par (2.5). Pour cefaire, nous utiliserons une analyse de Fourier discrète. Nous allons donner ici seulement lesétapes principales de la méthode, pour plus de détails nous renvoyons le lecteur à [7].Introduisons Fh : l2h(IR2) 7! Ch = �L2 h��2 ; �2 i�2 la transformée de Fourier discrète, quià Uh = (UI)I2Z2 = (Ui;j)(i;j)2Z2 associé cUh(k) dé�nie par,cUh(k) = L2 � lim 12�Xi;j h2Ui;j exp�i(k1ih+ k2jh);où L2�lim signi�e la convergence de la série au sens de L2. Nous dé�nisson ensuite l'opérateurdIKh comme la transformée de IKh par Fh,dIKh = Fh � IKh � F�1h :Il est alors facile de voir que nous avons,kIKhk = kdIKhk;Fh étant un isomorphisme, isométrique. De plus, pour tout vecteur k = (k1; k2), on peutmontrer que nous avons la relation matricielle suivante,hdIKhcUhi (k) =dIKh(k)cUh(k);oùdIKh(k) est ici une matrice 2� 2 hermitienne. Plus précisément elle coincide avec la matricedIKh(k) dé�nie au paragraphe 2.1.4. Pour calculer alors 


dIKh


, on utilise le résultat classiquesuivant (cf. [7]), 


dIKh


 = supk 


dIKh(k)


 :Calculer ce sup revient à calculer le maximum de la plus grande valeur propre de la matricedIKh(k). Soient �1;2(X1;X2) (cf (2.10))les deux valeurs propres dedIKh(k), il s'agit de calculer lesup(X1;X2)2[0;1]2 max(�1(X1;X2); �2(X1;X2)):Calcul des valeurs propres de dIKh(k)Les valeurs propres de dIKh(k) sont les racines du polynôme caractéristique suivant :s2 � Ps+Q = 0(3.10)avec :� P =dIKh[1; 1] +dIKh[2; 2] 86



� Q =dIKh[1; 1]dIKh[2; 2] �dIKh[1; 2]2On prouve alors, le théorème suivant.Théorème 3.2.1 Soit � la plus grande valeur propre de dIKh(k), son maximum se trouve soitsur les bords du carré [0; 1]2 soit sur la diagonale X1 = X2.Démonstration. On peut distinguer deux cas, le maximum se trouve soit sur les bords ducarré [0; 1]2 soit à l'intérieur. Si on suppose que le maximum est atteint en un point intérieurdu carré (X1;X2), alors ce point annule le gradient, c'est à dire :@�@X1 = 0 et @�@X2 = 0(3.11)Introduisons ensuite, IP(X1;X2) = �2(X1;X2)� P�(X1;X2) +Q;par dé�nition de la valeur propre on a,IP(X1;X2) = 0 8(X1;X2);et donc, @IP@X1 = 0 et @IP@X2 = 0:(3.12)Par ailleurs @IP@X1 = 2� @�@X1 � @P@X1�� P @�@X1 + @Q@X1 ;d'où @P@X1� = @Q@X1 ;(3.13)et @IP@X2 = 2� @�@X2 � @P@X2�� P @�@X2 + @Q@X2 ;d'où @P@X2� = @Q@X2 :(3.14)En combinant les équations (3.13) et (3.14) on obtient,@P@X2 @Q@X2 � @P@X1 @Q@X1 = 0:(3.15)En utilisant maintenant la dé�nition de P et Q, on a�dIKh[2; 2] �dIKh[1; 1]� @dIKh[1; 1]@X1 @dIKh[2; 2]@X2 � @dIKh[1; 1]@X2 @dIKh[2; 2]@X1 ! =@dIKh[1; 2]2@X1 @P@X2 � @dIKh[1; 2]2@X2 @P@X1 :(3.16)
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Un simple calcul montre alors que (3.16) se réécrit :(V 2p � V 2s )2(X2�X1) �V 2p + V 2s � 4(�V 2p + �V 2s )(X1 +X2)� =(V 2p � V 2s )2(X2�X1) �(V 2p + V 2s )(1�X1 �X2) + 2X1X2(V 2p + V 2s � 4(�V 2p + �V 2s )�ou encore, (V 2p � V 2s )2(X1 �X2)((1 � 4�)V 2p + (1� 4�)V 2s )(X1 +X2 � 2X1X2) = 0(3.17)avec (X1+X2�2X1X2) 6= 0 à l'intérieur du carré [0; 1]2, ce qui montre qu'on a nécessairementX1 = X2.Théorème 3.2.2 La condition nécessaire et su�sante de stabilité pour la classe générale desschémas dé�nie par (2.5), avec 0 � �; � � 1=2, s'exprime:�t � �CFL(�; �)h(3.18)où �CFL(�; �) = 8>>><>>>: 1qV 2p + V 2s � 4(�V 2p + �V 2s ) 0 < � < 14 et 0 < � < (14 � �)V 2sV 2p1Vp 0 � � � 12 et (14 � �)V 2sV 2p � � � 12(3.19)Démonstration. Calcul du maximum des valeurs propres dans le carré [0; 1]� [0; 1]Après quelques calculs préliminaires on trouve les racines du polynôme caractéristique quisont données par la relation suivante en fonction de (X1;X2),�1;2(X1;X2) = 2h2 �(V 2p + V 2s )(X1 +X2)� 8(�V 2p + �V 2s )X1X2�� 2h2 (V 2p � V 2s )q(X1 �X2)2 + 4(X1 �X21 )(X2 �X22 ):(3.20)Nous pouvons remarquer que �1;2 sont réels, la plus grande correspond au signe + et on a�(X1;X2) = �(X2;X1):(3.21)Nous allons d'abord regarder le max(X1;X2)2[0;1]2 �1;2 aux bords du carré [0; 1]2. Selon (3.21), ilsu�t de regarder le max sur les bords X1 = 0 et X1 = 1.� Pour X1 = 0, X2 2 [0; 1], on a � = 4h2V 2p X2 et doncmaxX1=0; X22[0;1]�1;2 = �1;2(0; 1) = 4h2V 2p :88



� Pour X1 = 1, X2 2 [0; 1], on a� = 4h2 �V 2p + (V 2s � 4(�V 2p + �V 2s )X2� ;dans ce cas le maxX1=1; X22[0;1]�1;2 dépend des valeurs des paramètres � et � :1. Pour 14 � � � 12 et � 2 [0; 12] on a,maxX1=1; X22[0;1]�1;2 = �1;2(1; 0) = 4h2V 2p :2. Pour 0 < � < 14 et 0 < � < (14 � �)V 2sV 2p on a,maxX1=1; X22[0;1]�1;2 = �1;2(1; 1) = 4h2 �(1� 4�)V 2p + (1� 4�)V 2s � > 4h2V 2p :3. Pour 0 < � < 14 et (14 � �)V 2sV 2p � � � 12 on a,maxX1=1; X22[0;1]�1;2 = �1;2(1; 0) = 4h2V 2p :À l'intérieur du carré on a :1. Pour 14 � � � 12 et � 2 [0; 12],max(X1; X2)2]0;1[2 �1;2 = 4h2 V 4p(1 + 4�)V 2p + (4� � 1)V 2s � 4h2V 2p :2. Pour 0 � � < 14 et (14 � �)V 2sV 2p � � � 12 on a,max(X1; X2)2]0;1[2 �1;2 = 4h2 V 4p(1 + 4�)V 2p + (4� � 1)V 2s � 4h2V 2p :3. Pour 0 � � < 14 et 0 < � < (14 � �)V 2sV 2p on n'a pas de maximum à l'intérieur.Nous pouvons résumer l'étude du max(X1 ; X2)2[0;1]2 �1;2 sur la �gure 3.1.� Dans le domaine I: 0 < � < 14 et 0 < � < (14 � �)V 2sV 2pmax[0;1]2 �1;2(X1;X2) = �1;2(1; 1) = 4h2 �V 2p + V 2s � 4(�V 2p + �V 2s )�89
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Fig. 3.2: Les fonctions fi = �iCFLVp pour les trois schémas en fonction du rapport x = V 2sV 2p .En particulier, pour les trois schémas étudiés, nous avons� �DFCFL = 1qV 2p + V 2s pour le schéma des di�érences �nies.� �Q1CFL = �Q1�Q0CFL = 1Vp pour le schéma des éléments �nis Q1 et Q1 �Q0.Pour les trois schémas on peut réécrire le coe�cient de stabilité sous la forme�iCFL = 1Vp fi(x); i = DF; Q1; Q1 �Q0; x = V 2sV 2p :90



Nous avons illustré les fonctions fi pour les trois schémas en fonction du rapport V 2s =V 2p surla �gure 3.2.Remarque 3.2.1 Du point de vue du temps de calcul, le schéma des di�érences �nies estdonc plus cher que les deux autres schémas. En e�et, la condition de stabilité implique quepour un pas de discrétisation en espace h �xé, le plus grand pas de discrétisation en temps pourle schéma des DF est plus petit ou égal à celui des schémas Q1 et Q1 �Q0. Ceci entraîne, enparticulier, que pour une simulation en temps (t 2 [0; T ]), le calcul numérique avec le schémades di�érences �nies nécessitera un nombre d'itérations en temps plus important (soit Nit lenombre d'itérations, alors on a Nit = T=�t). Le surcoût est zéro pour Vp = Vs et atteint lavaleur maximale (' 20%) pour Vs = p2Vp.3.3 Stabilité des schémas Q2 �Q1 et Q3 �Q2.En utilisant la même technique que précédement, nous pouvons montrer que, pour avoirune expression explicite de la condition de stabilité, il su�t de calculermaxi;k j�ij ;�i étant les valeurs propres de la matricedIKh(k)j (avec i = 1; :::; 8 pour l'élément Q2�Q1 et i =1; :::; 18 pour l'élément Q3�Q2). Pour ces schémas nous avons mené ce calcul numériquement.Plus précisément nous avons observé que, comme pour l'élément �ni de plus bas degré, lacondition de stabilité du schéma est indépendante de Vs. Pour ce qui est de sa dépendance enVp, on constate que le produit du coe�cient de stabilité avec Vp reste constant. Nous avonsalors les résultats suivants� Pour le schéma Q2 �Q1� et le schéma d'ordre 2 en temps : �t � 0:391 hVp� et le schéma d'ordre 4 en temps : �t � 0:391p3 hVp , �t � 0:677 hVp� Pour le schéma Q3 �Q2� et le schéma d'ordre 2 en temps : �t � 0:195 hVp� et le schéma d'ordre 4 en temps : �t � 0:195p3 hVp , �t � 0:337 hVp� et le schéma d'ordre 6 en temps : �t �s5 + 3p5� 3p252 0:195 hVp , �t � 0:268 hVp3.4 Analyse de stabilité, le problème tridimensionnel.Nous allons mener ici une analyse de stabilité pour le problème tridimensionnel dans le casdes schémas des di�érences �nies, des éléments �nis Q1 et Q1 �Q0. La condition de stabilité91



pour ces schémas s'écrit sous la forme�t2kIKhk4 � 1() �t � �CFLh; avec �CFL = 2hkIKhk1=2(3.22)Comme pour le problème bidimensionnel, pour calculer kIKhk on utilise la transformée deFourier discrète. L'étude de stabilité revient alors à chercher le maximum des valeurs propres(notées �i; i = 1; ::3) de la matrice cIK0(k) = h2dIKh(k) sur le cube [0; 1] � [0; 1] � [0; 1]. Lamatrice dIKh(k) dépend des paramètres �, �1, �2, 
1, 
2 et �.Pour simpli�er la présentation nous �xons les paramètres �, �1, �2, 
1, 
2 et � pour obtenirles trois schémas qui nous intéressent et nous menons l'analyse de stabilité pour chacun deces schémas. Nous donnons dans ce qui suit seulement les résultats de cette analyse (pour ladémonstration voir [50]).3.4.1 Le schéma des di�érences �nies.Dans ce cas nous avons � = �1 = �2 = 
1 = 
2 = � = 0: Pour le schéma des di�érences �niesle maximum est atteint à l'intérieur du cube, au point X1 = X2 = X3 = 3V 2p =(4(V 2p � V 2s ))et il est égal à max[0;1]3(�DFi )3i=1 = 9V 4p =(2(V 2p � V 2s )) ce qui correspond à�DFCFL = 2p2qV 2p � V 2s3V 2p3.4.2 Le schéma des éléments �nis Q1.Dans ce cas nous avons � = �1 = �2 = 1=9; 
1 = 
2 = 1=36 et � = 1=6: Pour le schémades éléments �nis Q1 le maximum est atteint au sommet (1; 0; 0) du cube et il est égal àmax[0;1]3(�Q1i )3i=1 = 4V 2p ce qui correspond à �Q1CFL = 1Vp3.4.3 Le schéma de l'élément �ni Q1 �Q0.Dans ce cas nous avons � = (V 2p � 2V 2s )28V 2p (V 2p � V 2s ) ; �1 = 14 ; �2 = 0; 
1 = �(V 2p � 2V 2s )2V 2p ; 
2 =0 et � = 2�: Pour le nouveau schéma le maximum est donné par l'expression suivantemax[0;1]3(�Ni )3i=1 = 8><>: 4V 2p si V 2sV 2p � xi�max;i sinonavec xi = 0:3351380813 et où �max;i est donné par:�max;i = 8V 2p (6� 22x+ 32x2 � 16x3 � y)27(�28x2 + 16x3 � 3 + 16x)2 �(128x5 � 384x4 + 336x3 � 68x2 + 8yx2 � 8yx� 30x+ 3y + 9)(3.23)
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avec y =p472x2 � 93x � 1204x3 + 1584x4 + 9� 1024x5 + 256x6; x = V 2s =V 2p 2 [0; 1=2]:Ce qui correspond à: �Q1�Q0CFL =8>>><>>>: 1Vp si V 2sV 2p � xi2p�max;i sinon3.4.4 Comparaison des trois schémasComme dans le cas du problème bidimensionnel on peut réécrire le coe�cient de stabilitésous la forme �iCFL = 1Vp fi(x); i = DF; Q1; Q1 �Q0; x = V 2sV 2p :Pour conclure nous présentons sur la �gure 3.3 les fonctions fi pour les trois schémas enfonction du rapport V 2s =V 2p .
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Chapitre 4Analyse de dispersion pour lesschémas discretsNous allons mener ici l'analyse de dispersion numérique pour les di�érents schémas de�nisaux chapitres précédents. Cette analyse nous permettra de comparer notre méthode avec desméthodes numériques déjà existantes.4.1 GénéralitésRappelons tout d'abord les di�érents schémas de discrétisation en temps.8>>>>>>>><>>>>>>>>:
V n+1h � 2V nh + V n�1h�t2 + Sh(�t)V nh = 0où � Sh(�t) = Kh pour le schéma d'ordre 2� Sh(�t) = Kh[Id� �t212 Kh] pour le schéma d'ordre 4� Sh(�t) = KhfId� �t212 Kh[Id� �t230 Kh]g pour le schéma d'ordre 6(4.1)

Comme dans le cas semi-discret, nous n'allons considérer, dans ce qui suit, que la dispersiondes ondes non parasites. La relation de dispersion, pour que l'équation (4.1) soit satisfaitepour une onde plane est 4�t2 sin2(�t2 (!h)i) = �ih(k;�t); i = 1; d(4.2)avec d (= 2 ou 3) la dimension du problème considéré et où �ih; i = 1; d sont dé�nies pourchaque schéma par les relations suivantes� pour l'ordre 2�ih(k;�t) = �ih; i = 1; d� pour l'ordre 4�ih(k;�t) = �ih � �t212 � �ih �2; i = 1; d� pour l'ordre 6�ih(k;�t) = �ih � �t212 � �ih �2 + �t4360 � �ih �3; i = 1; d94



où �ih; i = 1; d sont les valeurs propres de la matrice dIKh(k) correspondant aux ondes planesphysiques. Comme dans le cas du problème semi discret nous introduisons en dimension 2les vitesses de phase adimensionnelles qp et qs, qui dépendent des paramètres K, ', � (dé�nisdans le paragraphe 2.1.4) et � = �th . Pour l'ordre 2 en temps, on aqp = 1��KVp arcsin� �2q�1h �qs = 1��KVs arcsin� �2q�2h �(4.3)Pour l'ordre 4 en temps, on aqp = 1��KVp arcsin �2r(�1h � �212 (�1h)2) !qs = 1��KVs arcsin �2r(�2h � �212 (�2h)2) !(4.4)Pour l'ordre 6 en temps, on aqp = 1��KVp arcsin �2r(�1h � �212 (�1h)2 + �4360(�1h)3) !qs = 1��KVs arcsin �2r(�2h � �212 (�2h)2 + �4360(�2h)3) !(4.5)En dimension 3, nous allons n'étudier que le schéma d'ordre 2 en temps, on introduit donc,qp = 1��KVp arcsin� �2q�1h �q1s = 1��KVs arcsin� �2q�2h �q2s = 1��KVs arcsin� �2q�3h �qui dépendent des paramètres K, �, ', � et �. Nous allons maintenant visualiser la dispersionnumérique.4.2 Dispersion numérique pour les schémas Q1, Q1 �Q0 et DF.Sur les �gures suivantes nous comparons les courbes de dispersion obtenues pour troisschémas di�érents : nouveau schéma (EF Q1�Q0) (en vert), schéma des éléments �nis Q1 (enbleu) et schéma des di�érences �nis (en rouge). Pour obtenir les courbes suivantes nous avonsutilisé comme � le coe�cient de stabilité des di�érents schémas. Ce qui correspond au choixqu'on fait en pratique quand on implémente les schémas pour avoir le pas de discrétisation entemps le plus grand possible. Plus précisément nous avons � = 1Vp pour le nouveau schéma95



et le schéma des éléments �nis Q1 et � = 1qV 2p + V 2s pour le schémas des di�érences �nis.Nous avons remarqué par ailleurs que pour tous les schémas les courbes de dispersion sontmonotones par rapport au paramètre �. Ce qui implique que dans le cas où les courbes dedispersion sont inférieures à 1 on obtient les meilleurs résultats pour la plus grande valeur de� (dans le cas contraire, quand � augmente, la courbe de dispersion se déplace vers le haut etdonc s'éloigne de l'unité).' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45
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Fig. 4.1: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discrétisationd'ordre 2 en temps, avec � = 0:1. Schémas DF, Q1 et Q1 �Q0.' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45
0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

N
Q1
DF

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

N
Q1
DF

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

N
Q1
DF

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

N
Q1
DF

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

N
Q1
DF

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

N
Q1
DF

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

N
Q1
DF

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
K

N
Q1
DF

Fig. 4.2: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discrétisationd'ordre 2 en temps, avec � = 0:4. Schémas DF, Q1 et Q1 �Q0.Sur la �gure 4.3 nous présentons (pour chaque valeur de �) la courbe de dispersion corres-pondant à la direction la moins privilégiée pour chaque schéma.96
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Fig. 4.3: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale pour les di�érentsschémas: les ondes P (en haut), les ondes S (en bas).Interprétation des courbes1. La direction de propagation la moins privilégiée pour chaque schéma est la même quedans le cas du problème semi-discret.2. Pour toutes les valeurs de � et de ' le schéma des éléments �nis Q1 �Q0 présente unedispersion inférieure ou égale à celle du schéma des éléments �nis Q1.3. Par rapport au schéma des di�érences �nies les résultats sont mitigés: Pour les ondes P,pour � � 0:3 le schéma de DF est meilleure que le schéma Q1 � Q0, tandis que pour� < 0:3 le schéma Q1�Q0 a une dispersion inférieure ou égale à celle du schéma des DF.En ce qui concerne les ondes S la dispersion du schéma Q1 �Q0 est toujours inférieure(ou égale) à celle du schéma DF. Il faut noter ici, que le calcul ne se fait pas au mêmecoût, car le pas de discrétisation en temps n'est pas le même pour les deux schémas. Enfait, le schéma des di�érences �nies est plus cher.4. Comme Vs � Vp, c'est la courbe de dispersion pour les ondes S qui dé�nit le nombre depoints par longueur d'onde que nous devrions prendre pour avoir une précision donnée.Ce qui rend le schéma Q1 �Q0 plus intéressant.4.3 Élément �ni Q2 �Q1.Sur les �gures suivantes nous présentons les courbes de dispersion obtenues pour le schémaQ2 �Q1 dans les cas d'une discrétisation d'ordre 2 (Figures 4.4 à 4.5) et 4 en temps (Figures4.6 à 4.7) pour di�érentes valeurs du coe�cient de Poisson �. Pour chaque valeur de ' et de �on présente trois courbes de dispersion correspondant à des valeurs de � = �t=h di�érentes.Plus précisément pour � = �CFL (en vert), � = �CFL=2 (en bleu) et � = �CFL=3 (en rouge).On peut remarquer que pour les deux schémas de discrétisation en temps, la précision op-timale n'est pas obtenue pour �CFL (le coe�cient qui correspond au rapport �t=h maximal).97
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Fig. 4.4: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q2�Q1discrétisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:1Ceci implique que pour des maillages grossiers on ne peut pas utiliser le pas de temps maxi-mal. Pour véri�er l'ordre des deux schémas nous avons tracé sur la �gure 4.8 les variationsde �(log (Vp;h � Vp)) en fonction de �(logK). Le fait que le coe�cient de stabilité pour leschéma d'ordre 4 en temps est p3 fois plus grand que celui du schéma d'ordre 2, compense enpartie le coût supplémentaire de la programmation de ce schéma. En fait, le schéma d'ordre4 est a priori deux fois plus cher que le schéma d'ordre 2 et ceci parce que il nécessite decalculer deux fois le produit de la matrice Kh par un vecteur de la taille des inconnues. Ene�et, rappelons ici le schéma d'ordre 4V n+1h � 2V nh + V n�1h�t2 +Kh � V nh � �t212 KhV nh � = 0:Pour obtenir alors V n+1h , on calcul dans un premier temps la quantitéfVhn+1 = V nh � �t212 KhV nhet ensuite V n+1h = 2V nh � V n�1h ��t2KhfVhn+1:Cependant, globalement le schéma d'ordre 4 est environ seulement 15% plus cher que le schémad'ordre 2, car on peut utiliser dans ce cas un pas en temps p3 fois plus grand. Ceci montreque le meilleur choix consiste à utiliser le schéma d'ordre 4 pour la discrétisation en temps.4.4 Élément �ni Q3 �Q2.Sur les �gures suivantes nous présentons les courbes de dispersion obtenues pour le schémaQ3�Q2 dans les cas d'une discrétisation d'ordre 2 (Figures 4.9 à 4.10), 4 (Figures 4.11 à 4.12)et 6 en temps (Figures 4.13 à 4.14) pour di�érentes valeurs du coe�cient de Poisson �. Pourchaque valeur de ' et de � on présente trois courbes de dispersion correspondant à des valeurs98
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Fig. 4.5: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q2�Q1discrétisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:4de � = �t=h di�érentes. Plus précisément pour � = �CFL (en vert), � = �CFL=2 (en bleu)et � = �CFL=3 (en rouge).On peut remarquer sur les �gures précédentes que (comme pour le schéma Q2 � Q1), laprécision optimale n'est pas obtenue pour �CFL quand les schémas de discrétisation d'ordre2 et 4 en temps sont utilisés. Pour le schéma d'ordre 6 en temps le rapport �t=h n'a pasune in�uence visible sur la dispersion (les trois courbes sont confondues). Pour véri�er l'ordredes di�érents schémas nous avons tracé sur la �gure 4.15 les variations de �(log (Vp;h � Vp))en fonction de �(logK). A�n de préserver la précision du schéma espace (O(h6)) il faudraitutiliser le schéma d'ordre 6 en temps. Cependant, d'une part ce schéma est environs deux foisplus cher que le schéma d'ordre 4 en temps, d'autre part comme nous pouvons le remarquersur les �gures précédentes la dispersion est pratiquement équivalente pour les deux schémas.Nous considérons donc, que le meilleur choix consiste à utiliser le schéma d'ordre 4 en tempscar il est un bon compromis entre précision et temps de calcul.4.5 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel.Sur les �gures suivantes nous comparons les courbes de dispersion obtenues pour troisschémas di�érents : nouveau schéma (en vert), schéma des éléments �nisQ1 (en bleu) et schémades di�érences �nis (en rouge). Comme dans le cas 2D pour obtenir ces courbes nous avonsutilisé comme � le coe�cient de stabilité des di�érents schémas. Dans un premier temps onreprésente sur les �gures 4.16 et 4.17 les courbes de dispersion pour chaque schéma en fonctionde K pour di�érentes valeurs de ' et de � et pour l'angle � qui correspond à la direction dedispersion maximale pour chaque schéma.Pour conclure nous représentons sur la �gure 4.5 les courbes de dispersion en fonction deK pour di�érentes valeurs � et aux angles '� � qui correspondent à la direction de dispersionmaximale pour chaque schéma. 99
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Fig. 4.6: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q2�Q1discrétisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:1' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45
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Fig. 4.7: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q2�Q1discrétisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:4
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Fig. 4.9: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3�Q2discrétisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:1
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Fig. 4.10: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3�Q2discrétisation d'ordre 2 en temps, avec � = 0:4
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Fig. 4.11: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3�Q2discrétisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:1
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Fig. 4.12: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3�Q2discrétisation d'ordre 4 en temps, avec � = 0:4
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Fig. 4.13: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3�Q2discrétisation d'ordre 6 en temps, avec � = 0:1' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45
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Fig. 4.14: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3�Q2discrétisation d'ordre 6 en temps, avec � = 0:4
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Fig. 4.16: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondesSH (en bas) pour � = 0:1' = 0 ' = 15 ' = 30 ' = 45
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Fig. 4.17: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondesSH (en bas) pour � = 0:4 104
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Fig. 4.18: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion maximale pour les ondes P(en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondes SH (en bas).Interprétation des courbes� La direction de propagation la moins privilégiée pour chaque schéma est la même quedans le cas du problème semi-discret.� On peut conclure que le nouveau schéma est plus avantageux que le schéma des éléments�nis Q1 car d'une part le coût de calcul est équivalent pour les deux schémas (pour� � 1=3 les coe�cients de stabilité sont égaux et nous avons un écart maximal de6% pour � = 0:5) et d'autre part le nouveau schéma présente une dispersion moinsimportante que le schéma Q1.� En ce qui concerne la comparaison entre le nouveau schéma et le schéma des di�érences�nies, nous avons : pour les ondes de Pression, le nouveau schéma présente une dispersionmoins importante que le schéma des DF pour � � 0:3. Pour les ondes de Cisaillement(SV et SH), le nouveau schéma présente une dispersion plus petite ou égale à celle duschéma des DF .� Le coe�cient de stabilité pour le nouveau schéma est plus petit que celui du schéma desdi�érences �nies et donc en termes de coût de calcul le schéma de di�érences �nies estplus cher que le nouveau schéma (le surcoût peut aller jusque à 30%).� La vitesse des ondes S étant plus petite que la vitesse des ondes P, c'est la courbe dedispersion pour les ondes S qui dé�nit le nombre de points par longueur d'onde quenous devons prendre pour avoir une précision donnée. De ce fait, il est très intéressantd'avoir un schéma pour lequel la dispersion sur les ondes S est moins importante que ladispersion sur les ondes P, ce qui est le cas pour le nouveau schéma en 2D et 3D.105



Chapitre 5La méthode des domaines �ctifsNous considérons ici le problème de l'élastodynamique avec des conditions de surface libre surune �ssure de géométrie complexe. Nous allons présenter dans ce chapitre une méthode numé-rique basée sur une formulation en domaines �ctifs de ce problème. Cette méthode comporteles avantages suivants: bonne prise en compte des géométries complexes, stabilité du schémanumérique et facilité de mise en oeuvre.IntroductionLes méthodes des domaines �ctifs ont été initialement introduites pour la résolution deproblèmes stationnaires dans des géométries complexes [3, 30, 32, 31] et ensuite généraliséesaux problèmes d'évolution [21, 29, 42, 11, 14]. L'idée de ces méthodes est de remplacer unsystème d'équations posé initialement dans un domaine de géométrie complexe par un système�similaire� mais posé dans un domaine d'une forme très simple (typiquement un rectangle en2D et un parallélépipède en 3D). La prise en compte des conditions aux limites sur les bordsphysiques du problème initial s'e�ectue alors de manière faible par l'intermédiaire d'un mul-tiplicateur de Lagrange qui �vit� uniquement sur ces bords. Par nature, ces méthodes sontbien adaptées pour des conditions aux limites essentielles, conditions qui peuvent s'interprétercomme une contrainte égalité dans l'espace utilisé pour la formulation variationnelle. Les mé-thodes de domaines �ctifs reposent alors sur la dualisation de cette contrainte via la méthodedes multiplicateurs de Lagrange. Pour notre problème modèle, la condition sur les bords dudomaine de calcul est la condition de surface libre (la composante normale du tenseur descontraintes est nulle). Cette condition, qui est une condition de type Neumann pour la formu-lation en déplacement, devient une condition essentielle de type Dirichlet pour la formulationen vitesse-contraintes de l'élastodynamique que nous avons considérée au chapitre 1.L'avantage principal des méthodes des domaines �ctifs est que la géométrie particulière duproblème initial n'apparaît alors que dans le calcul du multiplicateur de Lagrange. Ceci im-plique en particulier, que pour la discrétisation on peut considérer deux maillages, un maillagevolumique régulier, ce qui donne à la méthode l'e�cacité des di�érences �nies, et un maillagesurfacique irrégulier permettant une bonne approximation de la géométrie.Nous introduisons d'abord la méthode des domaines �ctifs pour le problème de l'élastody-namique. Dans le cas du problème continu, nous allons montrer l'équivalence entre le problème106



initial et la formulation en domaines �ctifs. Notons que l'analyse mathématique du problèmeen domaines �ctifs repose essentiellement sur la théorie de problèmes de point selle (cf. [16],[19]). Le point délicat est alors l'obtention de la condition inf-sup.Nous considérons ensuite la discrétisation en espace et en temps de notre problème et enutilisant des techniques d'énergie nous obtenons l'unicité (et donc l'existence) des solutionssemi-discrètes et discrètes. En utilisant également de techniques d'énergie pour le problèmediscret nous allons montrer que la stabilité du schéma est garantie sous une condition destabilité explicite qui est indépendante de la méthode des domaines �ctifs. Plus précisément,le schéma est stable sous la CFL, �t � �CFLh où �CFL est le coe�cient que nous avonscalculé pour le schéma discret dans le chapitre précédent et h est le pas de discrétisationdans le maillage volumique (qui est régulier). Ce résultat est très important car il montre larobustesse de la méthode numérique.5.1 Description de la méthode5.1.1 Présentation du problème modèle 2DSoit 
 un domaine de IR2, de frontière �. Nous considérons notre problème modèle, l'élas-todynamique avec condition de surface libre sur les bords physiques du domaine de calcul: lacomposante normale du tenseur des contraintes est nulle sur les lèvres de la �ssure ou sur latopographie, 8>>>>><>>>>>: A@�@t � "(v) = 0 dans 
 (i)%@v@t � div � = f dans 
 (ii)� � n = 0 sur � (iii) ;(5.1)avec les conditions initiales (systématiquement omises dans la suite)v(0) = 0 ; �(0) = 0:Dans ce qui suit nous considérons le cas ou � correspond à une �ssure (la topographie se traiteexactement de la même façon). La géométrie du problème est représentée dans la �gure 5.1,
 désignant dans ce cas le domaine non borné IR2 n�. Pour simpli�er la présentation nousintroduisons ici un bord extérieur �D avec des conditions de Dirichlet homogènes sur v,v = 0; sur �D:(5.2)Pour simuler la propagation des ondes dans le domaine non borné, nous utilisons le modèle descouches parfaitement adaptées (PML) qui sera introduit dans le chapitre suivant. Introduisonsles espaces fonctionnels 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
H = (L2(
))4; X = (H(div; 
))2X0 = �� 2 X; � � ~n = 0 sur �	 ;Xsym0 = n� 2 X0; � symétriqueo ;M = (L2(
))2; V = (H1(
))2107
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Fig. 5.1: La géométrie du problème.La formulation variationnelle du problème (5.1), (5.2), s'écrit alors8>>>>>><>>>>>>: Trouver (�; v) : [0; T ] 7!2 Xsym0 �M tels que:ddta(�; �) + b(�; v) = 0; 8� 2 Xsym0 ;ddtc(v; w) � b(�;w) = (f;w); 8w 2M;(5.3)où nous avons posé (cf. chapitre 1 relation (1.18)),8>>>>>>><>>>>>>>:
a(�; �) = Z
A� : �dx; 8(�; �) 2 H �H;c(v; w) = Z
 %v � wdx; 8(v; w) 2M �M;b(w; �) = Z
 div � � wdx; 8(w; �) 2 X �M:(5.4)

Selon la théorie classique des EDP hyperboliques, nous obtenons le résultat suivantThéorème 5.1.1 Soit f 2 C0(0; T ;M ), alors le problème (5.3) admet une solution unique(�; v) dans C1(0; T ;Xsym0 )� C1(0; T ;M ).De plus nous avons l'estimation d'énergie classique,E(t) = E(0) + Z t0 (f(s); v(s))ds; avec E(t) = 12(a(�; �) + c(v; v)):5.1.2 Méthodes d'approximation classiquesLes méthodes numériques les plus couramment utilisées pour résoudre le problème (5.1)-(5.2)-ou sa formulation variationnelle (5.3)- sont les suivantes :1. Les méthodes des di�érences �nies (en domaine temporel).2. Les méthodes des éléments �nis (en domaine temporel).3. Les méthodes des équations intégrales en temps (potentiels retardés).108



Méthodes d'éléments �nis et de di�érences �nies Nous examinons d'abord les deuxpremières méthodes qui présentent la caractéristique commune de nécessiter un maillage volu-mique du domaine 
. Avec la méthode des éléments �nis on peut utiliser un maillage irrégulierqui respecte bien la géométrie de la �ssure (�gure 5.2-a), tandis que, avec les di�érences �nieson forme une grille des points régulière qui conduit à une approximation en escalier de lagéométrie (cf. �gure 5.2-b). Dans les deux cas plusieurs inconvénients apparaissent:
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Fig. 5.2: Les maillages : (a) en éléments �nis irréguliers, (b) di�érences �nies.� Les méthodes des éléments �nis irréguliers présentent un coût de calcul élevé à cause dela nature non structurée des données (ceci reste vrai même pour des méthodes permet-tant la condensation de masse). De plus, la présence éventuelle de �petits� éléments encombinaison avec la condition de stabilité (CFL) peut conduire à un pas de temps �t�petit�, ce qui entraîne un surcoût de calcul.� Avec la méthode des di�érences �nies ces inconvénients sont évités. Néanmoins, à causede l'approximation en escalier de la géométrie, des di�ractions parasites sont introduitesdans la solution. Pour remédier à ce problème il faut alors utiliser un maillage assez �n,ce qui entraîne des calculs supplémentaires. Un exemple numérique qui met en évidenceces inconvénients dans le cas du problème de Maxwell à été présenté par F. Collino, F.Millot et P. Joly (cf.[20]).Les méthodes des équation intégrales en temps Les méthodes des équations intégralesen temps, dites potentiels retardés, ont été introduites il y a quelques années pour le problèmeacoustique ([15]). Depuis, plusieurs travaux ont développé ces méthodes, en acoustique [25,27, 36], en électromagnetisme [48, 40, 35, 44] et en élastodynamique [9, 8]. Ces méthodespermettent de se ramener à un problème posé sur la frontière de l'obstacle (la �ssure enl'occurrence), tout en prenant en compte le comportement de la solution à l'in�ni par lebiais de la solution fondamentale. L'avantage principal de ces méthodes par rapport auxméthodes des di�érences �nies et des éléments �nis est qu'elles permettent de travailler avec unmaillage surfacique (et donc de gagner une dimension en espace) car l'inconnue vit maintenantuniquement sur la surface de l'obstacle. De plus, on n'a pas besoin dans ce cas d'un traitementspécial pour prendre en compte le comportement à l'in�ni de la solution car les conditions àl'in�ni sont satisfaites de manière exacte. Ces méthodes sont donc très attractives lorsqu'onpeut les utiliser, c'est à dire lorsqu'on dispose de la fonction de Green du milieu considéré. Ence qui concerne l'élasticité, ceci est bien sûr toujours possible en milieu isotrope homogène.On pourrait encore traiter certains milieux hétérogènes particuliers : par exemple des milieux109



strati�és en s'inspirant des travaux développés en statique [4] ou des milieux homogènes àl'extérieur d'un domaine borné en utilisant un couplage avec une méthode d'éléments �niscomme ça a été fait en acoustique [27, 36] et en électromagnétisme [44]. Par contre, il estimpossible de traiter un milieu anisotrope hétérogène quelconque.Du point de vue numérique ces méthodes sont assez di�ciles à mettre en oeuvre. Enparticulier, elles nécessitent une évaluation précise d'intégrales doubles en espace et simplesen temps, comportant des noyaux singuliers. De plus, comme elles comportent un terme deconvolution en temps il faut stocker le passé de la solution, ce qui peut s'avérer assez coûteuxdu point de vue stockage. Notons que les travaux menés ces dernières années sur les potentielsretardés ont permis d'acquérir un savoir faire pour contrôler la stabilité de ces méthodes.Néanmoins il semble qu'on ne dispose pas d'une analyse rigoureuse de cette stabilité. Lesétudes numériques ont montré que, selon les espaces d'approximation utilisés, on pouvaitaboutir soit à un schéma instable, soit à un schéma stable sous une condition de type CFL(c'est à dire du type c�t=�x < �) soit même à un schéma stable sous une condition �inverseCFL� c'est à dire du type c�t=�x > � (cf [48]). En pratique les approximations utilisées sontbien sûr celles qui conduisent à un schéma stable sous une condition CFL, condition qui estassez contraignante (� � 0:3 ou 0:4).C'est pour éviter ces inconvénients que nous avons choisi d'utiliser la méthode des domaines�ctifs. D'une certaine façon, cette méthode apparaît comme une solution de compromis, carelle présente une e�cacité analogue à celle des di�érences �nies tout en permettant une bonneapproximation de la géométrie. Comme nous allons le voir la méthode des domaines �ctifsa certains points communs avec la méthode des équations intégrales. Notamment, le prolon-gement de la solution respecte la continuité de � � n (n étant la normale) et � correspond àl'inconnue des équations intégrales lorsqu'on représente la solution v sous forme d'un potentielde double couche (cf. [10]).5.1.3 Formulation du problème en domaines �ctifsNotre objectif est maintenant de remplacer le système (5.1) - (5.2) posé initialement dansle domaine 
 par un système �similaire� mais posé dans un domaine d'une forme très simple,qui sera ici le domaine C = 
 [ �. Pour ce faire, on va prolonger le problème initial dans Cet écrire les équations au sens des distributions, (on note toujours v et � ce prolongement)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
A@�@t � "(v) = v �� dans C%@v@t � div � = f + ([� � n]� � 0) dans Cv = 0 sur �D� � n = 0 sur � ;(5.5)

où v est le tenseur dé�ni par vij = [vi]nj;[vi] étant le saut de la i-ème composante de la vitesse et nj étant la j-ème composante de lanormale (cf. �gure 5.3). Le saut de la composante normale de � sur la �ssure ([� � n]�) est nulà cause de la condition de surface libre. Pour des fonctions tests � et w assez régulières on110
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Fig. 5.3: La géométrie du problème avec la méthode des domaines �ctifs.peut écrire le système (5.5) sous la forme suivante,ddt ZC A� : � dx +ZC div � � v dx = Z�[v] � (� � n) dsddt ZC v � w dx �ZC div � � w dx = ZC f � w dx(5.6)Pour une méthode numérique basée sur cette formulation, un maillage de 
 est toujours né-cessaire car il faut connaître la valeur de la vitesse de part et d'autre de la �ssure pour calculerle terme [v]. La méthode des domaines �ctifs consiste à introduire une nouvelle inconnue �surfacique correspondant à [v]. On considère dans ce cas les fonctions tests � 2 Xsym et w 2Mavec 8>>>><>>>>: X = (H(div ;C))2;Xsym = �� 2 X; � symétrique	 ;M = (L2(C))2:(5.7)Nous avons alors que � �nj� 2 (H�1=2(�))2. Il est donc naturel de choisir � dans l'espace dualde (H�1=2(�))2, c'est à dire l'espace (H1=2(�))2. Plus précisément comme le saut de la vitesseest nul sur les bouts de la �ssure, on cherche � 2 G = (H1=200 (�))2. Finalement, pour prendreen compte la condition aux limites sur la �ssure on rajoute à (5.6) l'équation suivante,< � � n; � >�= 0; 8� 2 GLa formulation variationnelle s'écrit alors,8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
Trouver (�; v; �) : [0; T ] 7!2 Xsym �M �G tels que:ddta(�; �) +b(�; v) �b�(�; �) = 0; 8� 2 Xsym;ddtc(v; w) �b(�;w) = (f;w); 8w 2M;b�(�; �) = 0; 8� 2 G;(5.8)
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avec les formes bilinéaires a(�; �), b(�; �) et c(�; �) dé�nies par (5.4) en remplaçant 
 par C et oùb�(�; �) est dé�nie par b�(�; �) =< � � n; � >�; 8(�; �) 2 X �G(5.9)Remarque 5.1.1 L'énergie du problème (5.8) coïncide avec l'énergie du problème initial(5.3), E(t) = 12 (a(�; �) + c(v; v)) et nous avons l'identité d'énergieE(t) = E(0) + Z t0 (f(s); v(s))ds:Par la continuité de la forme bilinéaire b�(�; �) sur X � G, on peut dé�nir les opérateursB� : X ! G0 et Bt� : G! X 0 par< B��; � >�=< �;Bt�� >�=< � � n; � >�; 8(�; �) 2 X �G(5.10)5.1.4 Équivalence entre les deux formulationsRappels - Condition inf-sup Soit X et Y deux espaces de Hilbert et l(�; �) une formebilinéaire continue sur X�Y . On peut dé�nir alors les opérateurs L : X ! Y 0 et Lt : Y ! X 0par < Lx; y >Y 0�Y=< x;Lty >X�X0= l(x; y); 8(x; y) 2 X � Y;et nous avons le résultat suivant (cf. [19]),Lemme 5.1.1 Les trois propositions suivantes sont équivalentes:� 9k > 0; infy2Y supx2X l(x; y)kxkXkykY � k� L est surjectif.� Ker Lt = 0 et ImL est fermé.L'opérateur trace B� est linéaire continu et surjectif deX dans G0 = (H�1=2(�))2, donc d'aprèsle Lemme 5.1.1 on déduit la condition inf-sup suivante :9k > 0; inf�2G sup�2X b�(�; �)k�kXk�kG � k(5.11)Dé�nition 5.1.1 (Solution forte du problème initial (5.3))On appelle solution forte du problème initial (5.3) tout couple (�; v) 2 (C0(0; T ;Xsym0 ) \C1(0; T ;H))� (C0(0; T ;V ) \ C1(0; T;M )), tel que (5.3) ait lieu.Dé�nition 5.1.2 (Solution forte du problème des domaines �ctifs (5.8))On appelle solution forte du problème (5.8) tout triplet (�; v; �) 2 (C0(0; T ; (H(div;C))2) \C1(0; T ; (L2(C))4)) � (C0(0; T ; (H1(
))2) \ C1(0; T; (L2(C))2)) � (C0(0; T ; (H1=200 (�))2)), telque (5.8) ait lieu.Nous avons alors le résultat d'équivalence suivant:Théorème 5.1.2 � Soit (�; v) solution forte du problème initial (5.3) alors si � = [v]�, ona � 2 C0(0; T ; (H1=2(�))2) et (�; v; �) est solution forte du problème (5.8).� Soit (�; v; �) solution forte de (5.8) alors (�; v) satisfait le problème (5.3).La preuve de ce théorème est immédiate, le point clé est que la relation Bt�[v] = Bt�� implique� = [v]�, car nous avons par la condition inf-sup Ker Bt� = 0.112



5.1.5 Approximation en espace de la formulation en domaines �ctifsComme nous l'avons déjà remarqué l'avantage principale de la méthode des domaines�ctifs est qu'elle nous permet de considérer deux maillages. En e�et, pour la discrétisationon considère d'une part un maillage volumique Th du domaine C et d'autre part un maillagesurfacique �H de la �ssure � (cf. �gure 5.4). De plus, comme le domaine C a une géométrie trèssimple, on peut considérer un maillage Th régulier constitué de carrés de coté h. Au contraire,a�n d'obtenir une bonne approximation de la géométrie de la �ssure, on choisit un maillage�H (H = infj Hj) irrégulier. Pour l'approximation en espace du problème, on considère les
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Fig. 5.4: Les deux maillages.espaces discrets Xhsym � Xsym, Mh �M et GH � G. Le problème semi-discrétisé en espaces'écrit alors, 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
Trouver (�h; vh; �H) : [0; T ] 7!2 Xhsym �Mh �GH tels que:ddta(�h; �h) +b(�h; vh) �b�(�h; �H) = 0; 8�h 2 Xhsym;ddtc(vh; wh) �b(�h; wh) = (f;wh); 8wh 2Mh;b�(�h; �H) = 0; 8�H 2 GH(5.12)

Existence et unicité de la solution du problème semi-discretDans ce qui suit on suppose que la condition inf-sup discrète suivante est véri�ée. Nous re-viendrons plus loin sur ce point.Dé�nition 5.1.3 - Condition inf-sup discrète non-uniforme.9kh > 0; inf�H2GH sup�h2Xhsym b�(�h; �H)k�hkXk�HkG � kh(5.13)Comme dans le cas du problème continu, on peut dé�nir les opérateurs B�h : Xh ! GH et(B�h )t : GH ! Xh par< B�h �h; �H >�=< �h; (B�h )t�H >�=< �h � n; �H >�; 8(�h; �H) 2 Xh �GH :113



L'existence et l'unicité de la solution du problème semi-discret découlent d'une part de l'iden-tité d'énergie (pour �h; vh), d'autre part de la condition inf-sup discrète non-uniforme (pour�H). En e�et, soit f�h = �1h � �2h, evh = v1h � v2h et f�H = �1H � �2H avec �1h; v1h; �1H et �2h; v2h; �2Hdeux solutions du problème (5.12) (avec les mêmes données initiales). Alors f�h; evh; f�H sontsolutions du problème8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
Trouver (f�h; evh; f�H) : [0; T ] 7!2 Xhsym �Mh �GH tels que:ddta(f�h; �h) +b(�h; evh) �b�(�h; f�H) = 0; 8�h 2 Xhsym;ddtc( evh; wh) �b(f�h; wh) = 0; 8wh 2Mh;b�(f�h; �H) = 0; 8�H 2 GH :(5.14)

Par l'identité de l'énergie on obtient alors,dEhdt = 0; avec Eh = 12(a(f�h;f�h) + c( evh; evh))d'où, Eh(t) = Eh(0) = 0et par la coercivité de a(�; �) (resp. de c(�; �)) dans (L2(C))4 (resp. (L2(C))2) on obtient �1h = �2het v1h = v2h. La première équation du système (5.14) s'écrit alorsb�(�h; f�H) = 0; 8�h 2 Xhsym;ce qui implique �H = 0, car nous avons par la condition inf-sup discrète (5.13) et le Lemme5.1.1 que Ker (B�h )t = 0.Formulation matricielle du problème semi-discretIntroduisons maintenant BN1 = f�IgN1I=1, BN2 = f�IgN2I=1 et BN3 = f�IgN3I=1 les fonctions debase deXhsym,Mh etGH respectivement, avec N1 = dimXhsym,N2 = dimMh etN3 = dimGHet notons ensuite [�] = (�1; :::;�N1), [V ] = (V1; :::; VN2 ) et [�] = (�1; :::;�N3), les coordonnéesdes fonctions �h, vh et �H sur ces bases. Nous pouvons alors réécrire le problème (5.12)sous la forme matricielle suivante : trouver (�; V;�) 2 L2(0; T ; (IRN1)) � L2(0; T ; (IRN2)) �L2(0; T ; (IRN3)) tels que 8>>>>><>>>>>: M� d�dt +IBThV �(IB�h)T� = 0;Mv dVdt �IBh� = F;IB�h� = 0;(5.15)
114



avec (i) (M�)I;J = (A�I ; �J)(L2(
))4 ; 1 � I; J � N1;(ii) (Mv)I;J = (%�I ; �J )(L2(
))2 ; 1 � I; J � N2;(iii) (IBh)I;J = (�I ;div�J)(L2(
))2 ; 1 � I � N2; 1 � J � N1;(iv) (IB�h)I;J = (�I ; �J � n)(L2(�))2 ; 1 � I � N3; 1 � J � N1;(v) (F )J = (f; �J)(L2(
))2 1 � J � N2 ;et où IBTh (resp. (IB�h)T ) désigne la transposé de la matrice IBh (resp. IB�h).5.1.6 Discrétisation en tempsPour approcher le problème (5.15) en temps, on utilise une méthode des di�érences �niescentrées, d'ordre 2. Soit �t le pas de discrétisation en temps, pour obtenir un schéma centré,on calcule la vitesse et le multiplicateur de Lagrange aux instants entiers (tn = n�t) et lescontraintes aux instants semi-entiers tn+1=2 = (n+ 12)�t. Soit vnh = vh(n�t); �nH = �H(n�t)et �n+1=2h = �h ��n+ 12��t�, on note V n, �n et �n+1=2 les coordonnées de ces fonctions surles bases BN1 , BN2 et BN3 respectivement. Le problème discret s'écrit alors,8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
Trouver (�n+1=2; V n+1;�n) 2 IRN1 � IRN2 � IRN3 tels que:M��n+1=2 � �n�1=2�t +IBThV n �(IB�h)T�n = 0;Mv V n+1 � V n�t �IBh�n+1=2 = F n+1=2;IB�h�n+1=2 = 0;(5.16)

On peut aussi réécrire ce problème sous la forme suivante:0@ M� �(IB�h)T�t�IB�h�t 0 1A0@ �n+1=2�n 1A = 0@ M��n�1=2 ��tIBThV n0 1A(5.17)et MvV n+1 =MvV n +�tIBh�n+1=2 +�tF n+1=2;(5.18)Le résultat d'unicité (et donc d'existence) de ce problème est alors immédiat. Pour le vecteur(�n+1=2;�n) il découle de la condition inf-sup discrète (5.13) et de la positivité de la matriceM�. Ensuite V n+1 est dé�nie de façon unique par le système (5.18).115



Stabilité du schéma discretNous considérons ici le schéma discret, avec un second membre et des données initiales nulles.8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
Trouver (�n+1=2; V n+1;�n) 2 IRN1 � IRN2 � IRN3 tels que:M��n+1=2 � �n�1=2�t +IBThV n �(IB�h)T�n = 0;V n+1 � V n�t �IBh�n+1=2 = 0;IB�h�n+1=2 = 0;(5.19)

Nous avons omis la matrice Mv car elle est égale à la matrice identité. On dé�nit l'énergiediscrète par, Enh = 12 �(V n+1; V n) + (M��n+1=2;�n+1=2)� ;(5.20)et nous supposons que la condition de stabilité suivante est satisfaite,�t24 kIBTh IBhk � � < 1(5.21)avec kIBTh IBhk = sup�2IRN1 (IBh�; IBh�)(M��;�) :Nous pouvons alors montrer le lemme suivant,Lemme 5.1.2 Sous la condition (5.21), la quantité Enh est positive et nous avonsEn+1h = Enh ; 8nDémonstration. Nous montrons d'abord que la quantité Enh est positive. En e�et, nousavons, (V n+1; V n) = (V n+1 + V n2 ; V n+1 + V n2 )� (V n+1 � V n2 ; V n+1 � V n2 ):(5.22)Par la deuxième équation du système discret (5.19) on obtient,(V n+1 � V n; V n+1 � V n) = �t2(IBh�n+1=2; IBh�n+1=2);d'où (V n+1; V n) = kV n+1 + V nk24 � �t24 (IBh�n+1=2; IBh�n+1=2):Ce qui donne �nalement,2Enh = kV n+1 + V nk24 + (M��n+1=2;�n+1=2) 1� �t24 (IBh�n+1=2; IBh�n+1=2)(M��n+1=2;�n+1=2) ! � 0116



Nous allons montrer maintenant que l'énergie discrète se conserve. Nous prenons le produitscalaire de la première équation du système (5.19) par (�n+1=2 +�n�1=2)=2, on obtient alors,(M��n+1=2;�n+1=2)� (M��n�1=2;�n�1=2)2�t + IBThV n; �n+1=2 +�n�1=22 ! = 0(5.23)En écrivant ensuite la deuxième équation du système (5.19) aux instants n + 1 et n et enfaisant la demi somme, on aV n+1 � V n�12�t � IBh�n+1=2 +�n�1=22 = 0:En prenant le produit scalaire de cette équation par V n, on obtient(V n+1; V n)� (V n; V n�1)2�t � IBh�n+1=2 +�n�1=22 ; V n! = 0:(5.24)En sommant �nalement (5.23) et (5.24), on aEnh � En�1h�t = 0Remarque 5.1.2 La condition de stabilité (5.21) est indépendante de la méthode des do-maines �ctifs. Il s'agit en e�et de la condition de stabilité du système discret,8>>>>>><>>>>>>:
Trouver (�n+1=2; V n+1) 2 IRN1 � IRN2 tels que:M��n+1=2 ��n�1=2�t +IBThV n = 0;Mv V n+1 � V n�t �IBh�n+1=2 = F n+1=2correspondant au problème sans �ssure. Nous avons vu par ailleurs, dans le chapitre 4 que cesystème est équivalent au système du second ordreV n+1 � 2V n + V n�1�t2 + IBhM�1� IBThV n = 0pour lequel la condition de stabilité est�t2kIBhM�1� IBTh k4 � 1:Remarque 5.1.3 L'énergie discrète ne faisant pas intervenir le multiplicateur de Lagrange,on ne peut pas déduire des estimations sur �n de la conservation d'énergie. Cependant, lestechniques d'énergie nous permettent d'obtenir des estimations sur �, V et leurs dérivéesdiscrètes qui sont indépendants de �t et h (cf. [42]). Si de plus la condition inf-sup discrèteuniforme est satisfaite (i.e la condition (5.13) en remplaçant kh par une constante positiveindépendante de h) on peut alors obtenir des estimations sur �n.117



Remarque 5.1.4 Du point de vue théorique la méthode est stable sous la condition inf-supdiscrète (5.13), car c'est cette condition qui assure que la matrice IB�hM�1� (IB�h)T est inversible.Si de plus, la condition inf-sup discrète uniforme est satisfaite, alors nous pouvons montrer laconvergence de la méthode (cf. [50]). La démonstration de ces conditions (en particulier de lacondition uniforme) n'est pas toujours évidente. Nous avons essayé de la montrer en supposantqu'une condition de compatibilité de la forme suivanteH � ch;est satisfaite. Ceci parce que dans un certain nombre d'autres applications [34, 30], il a étémontré de manière théorique qu'une condition de compatibilité entre les pas des deux maillagesest nécessaire pour obtenir la condition inf-sup uniforme. Notons que dans ces études deux ap-proches di�érentes ont été suivies. En ce qui concerne la valeur de la constante c, dans [30]une valeur explicite et probablement pessimiste a été déterminée, au contraire dans [34] laconstante c est supposée assez grande mais elle n'est pas connue explicitement. Malheureu-sement, nous n'avons pas réussi à généraliser ces approches dans notre cas. Cependant, dupoint de vue numérique nous avons observé que la matrice IB�hM�1� (IB�h)T est inversible, si lacondition de compatibilité suivante est satisfaite,H � 32h:5.1.7 Résolution pratiqueEn pratique nous avons considéré les espaces discrets Xhsym et Mh correspondant à l'élé-ment de plus bas degré de la famille d'éléments �nis mixtes dé�nie dans le chapitre 1. Dansle cas bidimensionnelle, pour dé�nir l'espace GH � G, on introduit un maillage �H de � 2 IRen segments S (illustré sur la �gure 5.5). L'espace choisit pour approcher le multiplicateur deLagrange � est l'espace d'éléments �nis P1 continus,GH = ��H 2 (C0(�))2 / 8S 2 �h; �H jS 2 (P 1(S))2	 :(5.25)De même dans le cas tridimensionnelle, on introduite un maillage �H de � 2 IR2 en triangles T(illustré sur la �gure 5.5) et on approche l'inconnue � à l'aide des d'éléments �nis P1 continus,GH = ��H 2 (C0(�))3 / 8T 2 �h; �H jT 2 (P 1(T ))3	 :Pour calculer la matrice de masse M� on utilise la formule de quadrature habituelle,ZK fdx � h24 4Xi=1 f(Mi):Dans ce cas on obtient une matrice de masseM� diagonale par bloc (pour plus des détails voirsection 1.1.2). Le système (5.17) devient alors explicite pour les inconnues �n+1=2 et V n+1 (lamatrice Mv étant diagonale pour le produit scalaire habituel). Pour calculer l'inconnue �n onréécrit la première équation du système (5.17) sous la forme suivante,M�1� (IB�h)T�n = �n+1=2 � �n�1=2�t +M�1� IBThV n118
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triangle TFig. 5.5: Exemple de maillage pour � en deux et trois dimensions.d'où en multipliant par IB�h on obtientIB�hM�1� (IB�h)T�n = IB�h�n+1=2 � IB�h�n�1=2�t + IB�hM�1� IBThV nEn utilisant ensuite la dernière équation du système (5.17) qui est véri�ée pour tout n on a,IB�h�n+1=2 = IB�h�n�1=2 = 0:Donc la résolution de (5.17) revient à calculer successivement,� �n par une résolution du système linéaire:IB�hM�1� (IB�h)T�n = IB�h�n+1=2 � IB�h�n�1=2�t + IB�hM�1� IBThV n;� �n+1=2 par �n+1=2 = �n�1=2 ��tM�1� IBThV n +�tM�1� (IB�h)T�n� et V n+1 par V n+1 = V n +�tM�1v IBh�n+1=2 +�tM�1v F n+1=2:Comme nous l'avons déjà remarqué dans les chapitres précédents, grâce à la condensation demasse on peut éliminer les inconnues associées au tenseur de contraintes. Le problème discret(5.16) s'écrit alors sous la forme équivalente suivante,8>>>>><>>>>>: Trouver (V n+1;�n) 2 IRN2 � IRN3 tels que:Mv V n+1 � 2V n + V n�1�t2 + IBhM�1� IBThV n � IBhM�1� BT��n = F n+1=2 � F n�1=2�t ;B�M�1� BT��n = B�M�1� IBThV n;
(5.26)
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Le système (5.26) est sans doute moins cher du point de vue stockage et c'est celui quenous avons implémenté dans le cas des milieux homogènes. Cependant, dans le cas des mi-lieux hétérogènes nous avons préféré implémenter le système (5.17) car le calcul du termeIBhM�1� BT��n devient vite assez lourd.Le surcoût de la méthode des domaines �ctifs par rapport à une méthode des di�érences�nies classique vient du calcul de l'inconnue �n à chaque pas de temps, qui nécessite l'inversionde la matrice IB�hM�1� (IB�h)TC'est une matrice symétrique et dé�nie positive sous l'hypothèse de la condition inf-sup dis-crète (5.13). Cependant on peut considérer que ce surcoût est marginal car,� La dimension de cette matrice est égale à N3 (la dimension de l'inconnue �n) et doncsa taille est petite par rapport aux dimensions du problème volumique. De plus cettematrice a une structure bande, la taille de cette bande dépend du maillage mais elle esten général petite (en pratique inférieure à 10 en 2D).� Cette matrice ne dépend pas du temps et donc en pratique on e�ectue au début duprogramme une factorisation et ensuite à chaque pas de temps on e�ectue la descente-remontée.Sur le calcul de la matrice IB�hL'élément le plus délicat du point de vue de l'implémentation est sans doute le calcul de lamatrice IB�h , toutes les autres matrices intervenant dans les calculs sont en e�et les mêmesque pour le problème sans obstacle. On peut remarquer que cette matrice prend en compte lecouplage entre les deux maillages, car ces éléments sont dé�nis par(IB�h)I;J = (�I ; �J � n)(L2(�))2 ; 1 � I � N3; 1 � J � N1L'évaluation de ces termes nécessite de calculer dans le cas bidimensionnel l'intersection d'unsegment avec un carré et dans le cas tridimensionnel l'intersection d'un triangle et d'un cube.C'est bien sûr le cas 3D qui est le plus délicat. Je tiens à remercier ici particulièrement S. Garcèsqui a mis au point un algorithme performant permettant ce calcul. Les aspects théoriques etnumériques de cet algorithme sont décrits dans [29]. Nous allons simplement expliquer ici lastructure creuse de cette matrice.Considérons par exemple �i le degré de liberté associé au point Mi sur le maillage �H(cf. �gure 5.6). La fonction de base �I est la fonction chapeau qui vaut 1 sur le point Mi et0 sur les points Mi+1, Mi�1, le support de cette fonction est donc limité aux deux segmentsSi�1=2; Si+1=2. Il est alors évident que les seuls termes (IB�h)I;J qui sont non nuls corres-pondent aux indices J du maillage volumique qui sont associés aux éléments qui ont uneintersection avec les segments Si�1=2; Si+1=2 (voir �gure 5.6). Concernant maintenant la ma-trice IB�hM�1� (IB�h)T il est facile de voir qu'elle a une structure bande, la largeur de la bandedépend en général des deux maillages mais elle reste toujours petite. Pour l'exemple considérédans la �gure (5.7) le sommet Mi est couplé avec ses 4 voisins et comme � est un vecteur dedimension 2 la largeur de la bande est dans ce cas 10.
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Chapitre 6Résultats numériquesPour illustrer les capacités de la méthode numérique que nous avons développée, nous pré-sentons une expérience numérique en 2D. Nous renvoyons à [50] pour d'autres simulations(notamment en 3D).6.1 Une expérience de géophysique - milieu avec surface libreSoit 
 un domaine non borné de IR2, occupé par un milieu élastique isotrope. Nous sommesintéressés ici par la modélisation de la propagation des ondes élastiques dans ce milieu. Pourcaractériser le milieu de propagation nous donnerons les vitesses des ondes P et S Vp etVsprécisément, nous considérons ici le problème de l'élastodynamique dans un domaine avecune surface libre de géométrie complexe, la géométrie du problème est illustrée sur la �gure6.1. Nous présentons deux expériences: la première dans un milieu homogène isotrope et ladeuxième dans un milieu hétérogène isotrope.A�n de résoudre numériquement le problème de l'élastodynamique dans 
 nous considéronsun domaine borné C = [0; 80] � [0; 80], entouré de couches absorbantes (PML). Le maillagevolumique sur C est un maillage régulier de pas h = 13 .La condition aux limites �n = 0 posée sur la frontière libre �S est prise en compte avecla méthode des domaines �ctifs présentée dans le chapitre 5: nous avons donc un deuxièmemaillage surfacique (cf. �gure 6.1).Pour la discrétisation en espace de la formulation en vitesse-contraintes de l'élastodyna-mique nous utilisons la nouvelle famille d'éléments �nis mixtes décrite dans le chapitre 1.Plus précisément nous considérons ici l'élément �ni de plus bas degré. La discrétisation entemps s'e�ectue ensuite à l'aide d'un schéma de di�érences �nies d'ordre 2 (cf. chapitre 3).Pour choisir alors le pas de discrétisation en temps nous utilisons les résultats de l'analyse destabilité donnés dans le chapitre 3. Plus précisément nous avons,�t = �CFLh;avec �CFL = 1=Vp le coe�cient de stabilité pour le nouveau schéma en 2D.Dans l'expérience qui va suivre nous utilisons une source excitatrice située au point S =(36:67; 56:67) à l'intérieur du domaine de calcul. Ceci revient à résoudre le problème avec unsecond membre f(x; t) donné par f(x; t) = F (t)~g(r) ;122



avec ������������ F (t) =
( �2�2f20 (t� t0)e��2f20 (t�t0)2 si t � 2t00 si t > 2t0 ;t0 = 1f0 ; f0 = Vsh 1NL la fréquence centrale,NL = 10 = le nombre de points par longueur d'onde S;(6.1)et ~g(r) est la fonction radiale : (~r = (x1 � xs1; x2 � xs2), r = j~rj)~g(r) = �1� r2a2�3 1Ba ~rr(6.2)où 1Ba est la fonction indicatrice du disque Ba, le disque de centre S et de rayon a(= 5h).Finalement, dans les couches absorbantes nous utilisons le modèle suivant pour la fonctiond(x) (cf. [22]) d(x) = d0 �x� �L ;(6.3)ou � = 5h est la largeur de la couche et d0 est un paramètre donné pard0 = log� 1R�(L+ 1)VpL� ;avec R = 0:01 le coe�cient de ré�exion théorique et L = 2.

+ ⊥

=

v v v

= + ⊥σ σ σ

=

���� ��

����

���� �������� ��

����

����
��
��
��
��

��

��

�� ���� ��

=

v

λ Γ

n

S

milieu élastique

PML

σ

BELOW 0.630
0.630 - 0.675
0.675 - 0.720
0.720 - 0.765
0.765 - 0.810
0.810 - 0.855
0.855 - 0.900
0.900 - 0.945
0.945 - 0.990
0.990 - 1.035
1.035 - 1.080
1.080 - 1.125
1.125 - 1.170
1.170 - 1.215
1.215 - 1.260
1.260 - 1.305

ABOVE 1.305

Profil Vp (=1.6 Vs)

Fig. 6.1: Le problème en domaine borné. Gauche: Les deux maillages. Droite: e modèle desvitesses pour le milieu hétérogène , maxVpminVp = 2:1 et Vp = 1:6Vs.Le milieu homogène est caractérisé par les vitesses Vp = p5 m/s et Vs = p2 m/s. Lemilieu hétérogène est décrit par le modèle des vitesses illustré sur la �gure 6.1 et nous avonsmaxVpminVp = 2:1 et Vp = 1:6Vs. Pour la discrétisation nous avons approché ce modèle par desconstantes par morceaux (une valeur par élément). Sur la �gure 6.2 nous avons représenté123



Fig. 6.2: La norme de la vitesse (pv21 + v22) à t = 12sla solution (la norme de la vitesse) pour le milieu homogène dans le domaine de calcul toutentier. Nous rappelons que d'un point de vue théorique la solution doit être nulle au dessus dela surface libre. D'un point de vue numérique, elle n'est pas identiquement nulle mais elle esten e�et proche de zéro. Nous présentons sur les �gures suivantes la norme de la vitesse pourle problème posé en milieu homogène dans le domaine physique à di�érents instants.

Fig. 6.3: La norme de la vitesse pv21 + v22 dans le milieu homogène aux instants t = 6 s, 9 s,15 s, 21 s, 27 s, 33 s.Nous présentons ensuite la solution pour le problème posé en milieu hétérogène.La source que nous avons utilisée dans ces deux expériences correspond à une force radiale.Dans le cas du milieu homogène l'onde émise initialement par la source est une onde dePression, comme nous pouvons l'observer sur les �gures. Cette onde se ré�echit ensuite sur lasurface libre et donne naissance à une onde P et une onde S, comme dans le cas du demi plan.Comme le milieu est homogène l'énergie est equirépartie sur les fronts d'ondes. Nous pouvonsvoir également des ondes di�ractées par les points anguleux de la topographie et des ondes de124



Fig. 6.4: La norme de la vitesse pv21 + v22 dans le milieu hétérogène aux instants t = 19:35 s,32.25 s, 45.15 s, 70.95 s, 96.75 s.surface.Dans le cas du milieu hétérogène les phénomènes sont plus complexes. La même sourceémet dans ce cas une onde de Pression mais aussi une onde de Cisaillement. Chacune de cesondes est ensuite ré�échie par la surface libre et transformée en des ondes P et S. À cause del'hétérogènéïté du milieu, les fronts d'ondes ne sont plus circulaires et l'énergie est concentréeen certains endroits. Comme dans le cas du milieu homogène on observe également des ondesdi�ractées par les points anguleux de la topographie et des ondes de surface.Dans les deux expériences on remarque que les couches PML font très bien leur travail: iln'y a pas des ré�exions parasites induites par les bords arti�ciels (le coe�cient de ré�exionest ici 1%).
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