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Chapitre 1

Les équations de I’élastodynamique

Nous considérons ici la formulation en vitesse-contraintes de I’élastodynamique et nous propo-
sons une nouvelle famille d’éléments finis mixtes pour la discrétisation spatiale. Ces éléments
présentent la spécificité d’'imposer la symétrie du tenseur des contraintes de facon forte et
de conduire & des schémas explicites (condensation de masse) aprés discrétisation en temps.
L’analyse de convergence de ces éléments n’est pas immédiate. En effet, dans ce cas on ne
peut appliquer ni la théorie classique ni la théorie développée dans [13]. C’est pourquoi nous
avons de nouveau modifié la théorie abstraite afin d’obtenir des estimations d’erreur.

Introduction

Nous sommes intéressés ici par la discrétisation en espace de la formulation en vitesse-contraintes
de I'élastodynamique. En vue de la discrétisation en temps, et afin d’obtenir un schéma expli-
cite, nous devons choisir des espaces d’approximation permettant la condensation de masse.
On pourrait penser qu’il suffit dans ce cas d’utiliser les éléments finis Qgﬂ’rjl — (@ introduits
dans [13]. Cependant en élasticité le tenseur des contraintes étant symétrique le bon espace
d’approximation n’est pas un sous-espace de H(div) mais de H*¥™(div), I’espace de tenseurs
symétriques. Ceci induit une difficulté lorsqu’on approche le probléme avec des éléments fi-
nis mixtes. Notamment, les méthodes d’éléments finis mixtes introduites pour les problémes
elliptiques ([41, 38, 17]) ne conduisent pas & des approximations stables dans ce cas. Pour
surmonter cette difficulté spécifique a 1’élasticité plusieurs méthodes ont été proposées.

Dans [33] C. Johnson et B. Mercier ont introduit des éléments finis “composites” (macro-
éléments) qui prennent en compte la symétrie du tenseur des contraintes dans I'espace d’ap-
proximation. Ces éléments ont été analysés pour le probléme élastique bidimensionnel, en outre
ils peuvent également étre utilisés dans le cas de la plasticité. Une autre famille d’éléments
finis mixtes avec des tenseurs des contraintes symétriques a été proposée par R. Stenberg
[45]. Dans ce cas des fonctions bulles ont été systématiquement introduites pour stabiliser la
méthode mixte.

Une approche alternative, qui a eu beaucoup de succes, consiste & prendre en compte la symé-
trie du tenseur des contraintes de facon faible en introduisant comme inconnue supplémentaire
le multiplicateur de Lagrange associé. Cette idée a été initialement introduite dans le cadre
de la formulation hybride duale en contraintes par B.X. Fraijs de Veubeke [24]. Elle a été
ensuite étudiée par M. Amara et J.M. Thomas [1]. Dans le cadre de la formulation mixte en
vitesse-contraintes, les premiers travaux basés sur la méme idée, sont dus & D. N. Arnold, F.



Brezzi et J. Douglas [2]|. L’avantage principal de cette méthode est que l'espace d’approxima-
tion pour les contraintes n’est plus nécessairement symétrique. Ce qui permet de généraliser
a D’élasticité les méthodes d’éléments finis mixtes développées pour les problémes elliptiques
(|41, 38, 17]). Cette idée a été ensuite exploitée par plusieurs auteurs, ce qui a donné donné
naissance & des familles d’éléments finis mixtes d’ordre élevé et stables pour le probléme de
élasticité en deux et trois dimensions (cf. [18, 46, 37]).

Ces différentes méthodes d’éléments finis mixtes développées pour le probléme stationnaire ne
sont pas compatibles avec la condensation de masse. C’est pourquoi nous proposons ici une
nouvelle famille d’éléments finis mixtes conduisant & des systémes explicites en temps. Ces
éléments utilisent des espaces de tenseurs symétriques car nous avons réalisé qu’afin d’obtenir
la condensation de masse il était nécessaire de suivre 'approche de la symétrie forte.

Malgré la simplicité de ces éléments, ’analyse de convergence s’est avérée trés délicate. D une
part les hypothéses d’approximation classiques (cf. [19, 16, 6]), nécessaires pour obtenir des
estimations d’erreur, ne sont pas satisfaites: défaut de coercivité. D’autre part nous n’avons
pas réussi & montrer la condition inf-sup “forte” de la théorie abstraite introduite dans le
cas scalaire [13]. Pour obtenir des estimations d’erreur nous avons été amenés a affaiblir la
condition inf-sup et & renforcer les hypothéses d’approximation.

La premiére partie de ce chapitre 1.1 est consacrée a la présentation de la nouvelle famille
d’éléments finis en 2 et 3 dimensions. L’analyse de convergence de ces éléments est ensuite
étudiée dans la section 1.2. Comme dans le cas scalaire on étudie d’abord l'erreur de projection
elliptique, puis, en utilisant des techniques d’énergie, nous obtenons dans la section 1.3 des
estimations d’erreur pour le probléme d’évolution.

1.1 Présentation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes

1.1.1 Le probléme modéle: les équations de I’élastodynamique

Notations. Dans ce qui suit, nous identifierons I'espace des tenseurs 2 x 2 a ’espace £(1R2)
des applications linéaires de IR? dans lui méme, sur lequel nous définissons la forme linéaire :

(1.1) as(o) = 019 — 091.

L£5(IR?) désignera le sous espace de £(IR?) des tenseurs symétriques :

(1.2) L5(R?) = {0 € L(R?) / as(0) =0} .

Nous munissons £(IR?) d’une structure euclidienne a 'aide du produit scalaire :
(1.3) o:1=0ym;, V(o,7) € L(IR?),

|o| désignera la norme associée. A tout o dans £(IR?) nous associerons:

o o
(]_4) g1 = |: 1 :| , g9 = |: 21 ] .

012 022
Si maintenant, Q désignant un ouvert de IR?, ¢ désigne un champ de tenseurs sur Q (o €
D'($; L(IR?))), nous posons :

80‘11 80'12

. div oy —8331 —3$2
divo = = 5 5

div oo go21 | 992

8961 8:132



Finalement, pour tout (u,v) € L?*(Q)¢ (d=1,2,3), on note par (u,v)q le produit scalaire
habituel dans L?(2)%.

Le probléme de I’élastodynamique. Nous considérons maintenant que 2 est occupé par
un milieu matériel et que u(x,t) désigne le champ des déplacements (plans) dans €, a I'instant
t (z € Q,¢t>0). Nous lui associons le tenseur des déformations e(u):

_ 1 8’&2 auj
(15) =3 ( = ).

Dans la suite, nous considérons également £ comme un opérateur linéaire de D'(Q;1R?) dans
D'(; £5(IR?)). On se place dans ’hypothése des petites déformations. Dans ce cas le dépla-
cement est régi par les équations linéaires de 1’élastodynamique

0%u
T o2

ol ¢ = p(z) est la masse volumique qui vérifie

(1.6) —div o(u) = f,

(1.7) 0<po_<o(z) <or <400, p.p. x€
Il convient d’adjoindre & (1.6) des données initiales

(1.8) u(t=0) =wug ; %(t =0) = uy,

et une condition aux limites sur 0€2. Nous considérerons ici la condition de bord rigide:
(1.9) u = 0 sur 0€.

Le tenseur des contraintes o(u) est relié au tenseur des déformations par la loi de Hooke
(1.10) o(u)(z,t) = C(x)e(u)(z,t),

ou pour tout z dans Q, C(x) désigne une application linéaire, symétrique définie positive de
L(IR?) dans lui méme, qui applique en outre £5(IR?) dans £°(IR?). Ceci revient a dire que
C(z) est un tenseur 4 x 4 ayant les propriétés de symétrie et de positivité habituelles [5]. Nous
poserons A(x) = C(zp)_1 et supposerons que les propriétés de continuité et de coercivité de
A(z) sont uniformes en z :

(1.11) 0<alo* <A(x)o:0 < M|o|*, Yo e L5(IR?), p.p. z €,

Les équations de 1’élastodynamique dans €2 peuvent étre écrites sous la forme d’un systéme
hyperbolique du premier ordre dont les inconnues sont :

0
v = 8—1: le champ de vitesses dans (2,
oc=oc(u) : lechamp de contraintes dans (2,
0
Q—U —dive = f,
ot
(1.12)
A% —e(w) =0
ot ’



avec les conditions initiales
(1.13) v(0) =vg=uy ; o(0) =09 = o(ug),
et la condition aux limites

(1.14) v =10 on OL.

Remarque 1.1.1 Nous avons considéré ici la condition Dirichlet homogéne sur 2 pour sim-
plifier la présentation. Le cas ot la condition aux limites est une condition de Neumann sur
une partie du bord 0Q est présenté dans [50] (chapitre 6). Ce cas se présente lorsque § est
fissuré ou encore lorsqu’un des bords est une surface libre. Cette condition sera alors prise en
compte avec la méthode des domaines fictifs.

Formulation variationnelle “forte”. Les espace fonctionnels de base seront
M = (L*(9;R?))?, H = (L*( L(R?)))*

Nous introduisons par ailleurs:

(1.15) X ={o e H/divo € M}

ainsi que le sous espace fermé de X des tenseurs symétriques:

(1.16) XV ={oeX /as(o)=0}.

Une formulation mixte du systéme (1.12, 1.14) s’écrit :

;

Trouver (o,v) : [0, T] = X*¥™ x M tels que

(1.17) —a(o(t),7) +b(v(t),7) =0, vr e X,

S (), w) —bw,0(t)) = (f,w), YweM,
Ol NOuS avons posé:

a(o, ) = / Ao : Tdz, V(o,7) € H x H,
o i1

(1.18) c(v,w) = / ov - wdz, V(v,w) € M x M,
Q

b(waT):/diVT"wd.’L‘, V(w,7) € X x M.
0 2

\

La forme bilinéaire a(-,-) (resp. b(-,-)) est continue dans H x H (resp. X x M). On peut donc
définir les opérateurs linéaires continus A : H — H' par (Ao, 7) = a(o,7) et B: X — M’

par (BT, w) . s = b(w,7) (H' est 'espace dual de H, et ainsi suite). Il est alors connu que
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les conditions suivantes sont satisfaites (cf. [19])

(1) La condition inf-sup continue

36>0/YweM, AreX/bwr) > flwlylrly-
(1.19) (1)  La coercivité de a(-,-) sur KerB
Ja>0/VYoeKerB, a(o,0) > a||a||2£,

avec KerB = {r € X / b(w,7) =0, Vw e M}.

Pour obtenir la formulation (1.17) il est nécessaire de travailler dans I’espace des tenseur symé-
triques X*¥™_ En effet, 'opérateur —e n’est pas ’adjoint de la divergence dans tout I'espace X.
Nous appellerons cette formulation “forte” car la symétrie du tenseur des contraintes est prise
en compte dans l'espace X*¥™. Cependant, on peut écrire une formulation équivalente a (1.17)
tout en travaillant dans T’espace X. Cest la formulation “relaxée” proposée dans [2]. Dans ce
cas, la symétrie du tenseur des contraintes est considérée comme une contrainte égalité et elle
est imposée avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La méthode des éléments finis
mixtes que nous proposons est basée sur la formulation “forte”. Néanmoins, pour ’analyse de
convergence nous allons utiliser la formulation équivalente dans X.

Formulation variationnelle “relaxée”. Nous présentons briévement ici la formulation va-

1
riationnelle proposée par D. N. Arnold, F. Brezzi et J. Douglas [2]. Si on pose v = 2 rotv

8’02 8’01
avec rotv = —— — ——) , on obtient
( v 8:131 8:132) '

. 0 -1
e(v) =Vuv—yx ou X:<1 0 >

On peut alors réécrire le probléme de I'élastodynamique sous la forme suivante

g% —div o = f,

(1.20) A% —-Vuo+yx = 0
ot ’

as(o) = 0.

Les systemes (1.20) et (1.12) sont équivalents: (o, v,y) est une solution de (1.20) si et seulement
si v = 1/2 rotv et (o,v) est solution de (1.12). On introduit maintenant la formulation
variationnelle du probléme (1.20)

( Trouver (o,v,7) : [0,T] — X x M x L tels que
%a(a(t),T) b)), Tt (nas(r)r =0,  VreX,
(1.21)
2 elo(t),w) — b, o(1) = (fow), Vwe M,
{ (n,as(o))r, =0, Vn € L,

10



avec L = L*(Q). Le probléme (1.21) admet une solution unique (o,v,v), qui est notamment
la solution du systéme (1.20). Pour simplifier les notations, on introduit la forme bilinéaire
d(:,-) continue dans L x H, définie par

d(7777-) = (777 aS(T))L7 V(na T) €L x ga

et on associe a d(-,-) 'opérateur linéaire continu D : H — L avec (D7,n) 7/, = d(n,T). Les
propriétés suivantes sont alors veérifices (cf. [19])

(1) La condition inf-sup continue

3>0/V(w,n) eMxL, ITeX/

(1.22) baw,7) + d(1,7) > B (lwllyg + Il ) el

(1) La coercivité de a(-,-) sur V = KerB N KerD

Ja>0/YoeV, a(o,o) 2a||a||§(.
Notons que V' est caractérisé par

V={reX/bwr7)+dn7)=0,V (w,n) e MxL},

1.1.2 Construction de I’élément fini de plus bas degré

Pour la suite de I'exposé, nous noterons Py l'espace des polynomes de degré inférieur ou
égal & k et Py,1, 'espace des polynomes défini par

(1.23) Pk, =S plan,2) | plzr,z0) = Y agzia)
1<k1,j<ks

On suppose maintenant que €2 est une union de rectangles et on considére un maillage régulier
(73,) de © composé de carrés (K) de coté h > 0. Nous considérons les espaces d’approximation
définis de fagon générale par

%Z{uhEM/VKG'fh, uh|[( GP},

(1.24) Xp=1{0n € X /VK €T, onlx € Q},

X, = {on € Xu; / as(on) =0},
Pour obtenir la condensation de masse, nous devons déterminer les espaces des polynémes P
et @ de facon adéquate. Pour ce faire nous adoptons une approche constructive, qui exploite
le caracteére régulier du maillage. Notons que nous avons choisi de travailler avec la formula-
tion “forte”, car elle est mieux adaptée a la condensation de masse (voir remarque 1.1.2). Le
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probléme approché associé & cette formulation s’écrit alors sous la forme suivante

( Trouver (o4,vp) : [0,T] — X, x M, tels que

d
(1.25) Ea(ahﬂ'h) +b(vp, ) =0, V7 € XM,

\

d
Ec(vfhwh) - b(whaah) = (f:wh)a Vwp, € %7
avec les conditions initiales

on(0) = oo p 5 va(0) = vop-

Notre objectif étant de construire les espaces d’approximation X} et M} de plus bas degré, il
parait naturel de définir M}, a ’aide des fonctions constantes par morceaus,

(1.26) M, = {vh eM /VK €Ty, wlx € (p0)2}.
Un choix possible pour X}, est alors I’élément de Raviart-Thomas de plus bas degré, RTj
éRT = {on € X/VK € Ty, (0n1,0n2) Ik € (RT)*}, o RTjg = Pig X Py1.

Ce choix n’est pas satisfaisant car 'espace &RT N XY™ est trop petit pour constituer un bon

espace d’approximation de X*™: si gy, est un tenseur symétrique dans &RT, le terme extra-
diagonal o9 est nécessairement constant! En effet, dans chaque élément,_crlg est linéaire dans
la direction x9 et constant en zq alors que oy est linéaire en x; et constant en x5. Imposer
019 = 091 implique qu’ils sont tous les deux constants par maille. En utilisant les relations de
continuité dans H(div) on démontre facilement qu’ils doivent étre constants dans Q. Il s’agit
d’une sorte de verrouillage numérique qui conduit & une mauvaise approximation de X*¥".

Remarque 1.1.2 Dans la cadre de la formulation “relaxée” (1.21) on peut approcher le ten-
seur des contraintes dans [’espace XET si on Uenrichit par des fonctions bulles (ceci pour
stabiliser la méthode mizte). Cette approche o été développée dans [2, 46, 37]. Dans ce cas, il
faut définir également un espace d’approzimation pour le multiplicateur de Lagrange,

(1.27) Ly = {nh € L/VK € Ty, mn |k € E},

ot L est un espace de polynomes sur K. Le probléeme approché s’écrit alors sous la forme:

( Trouver (o, vp,Yp) @ [0,T] — Xp, X My, x Ly, tels que :

d

d—a(ah,Th) +b(vp, )+ (yn,as(my))r =0, Y1y, € &,

t )
(1.28)

d

Ec(vhawh) - b(whagh) = (fawh)a vwh € %7
\ (nhaaS(Th))L = 07 \V/’I’]h € Lh-

Cette formulation a été étudiée par plusieurs auteurs [2, 46, 37| dans le cas du probléme
stationnaire. Sans entrer dans les détails (voir [50]) on wveut expliquer ici pourquoi cette
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méthode n’est pas compatible avec la condensation de masse. En introduisant des bases de
Xn, My, et Ly, le probleme (1.28) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante : trouver

(£,V,T) € L*(0,T; (R™M)) x L*(0,T; (R"?)) x L*(0,T; (R"*)) tels que

Mo_”;—f + BTV + DT =0,
(1.29) u av By _F
v dt bl
DY =0,

avec des notations évidentes que nous ne détaillons pas ici (cf [50]). La difficulté supplémen-
taire dans ce cas vient du multiplicateur de Lagrange. En effet, aprés discrétisation en temps
le systéme (1.29) s’écrit

prtt/2 =2 - At BTV - AtM; ' DTT™,
Vn+1 _ Vn +AtM,;1BEn+1/2 +AtM171F'rL+1/2,
DM 'D'T™ = DM BTV

ot X2 est la solution a Uinstant (n + 1/2)At et ainsi de suite. Pour obtenir alors un
systeme explicite en temps il faut réaliser la condensation de masse sur les matrices My, M,
et également sur DM;IDT, ce qui parait particulierement difficile.

C’est a cause de cette difficulté que avons choisi la formulation “forte”. Pour la construction
de notre espace d’approximation X3*¥™ nous avons été guidés par le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1 Pour tout oy, € Xy, avec Xy, défini par (1.24), nous avons

cum ( o1 > € H(div; Q)
op € XpVM" & 722

012 = 091 € Hl(Q)
Démonstration. Nous allons prouver ici seulement I'implication directe, I'inverse étant
évident. Rappelons d’abord que pour tout o5 € X}, nous avons o1 = [ ZH ] € H(div ;Q) et
o9 = [ ZQI ] € H(div; Q). Grace a la géométrie particuliére de notre maillage on déduit que
22

— 011 et 091 sont continus dans la direction x; et discontinus en x9, ce qui implique qu’ils
peuvent avoir un saut seulement a travers les arétes verticales du maillage,

— de méme o9 et 099 peuvent admettre un saut seulement a travers les arétes horizontales
du maillage.

Si de plus o5, € X},*Y™, alors 012 = 091 est continu & travers toutes les arétes du maillage

et donc il appartie_nt a H'(Q). Par ailleurs, pour tout K on a (011, 09)" | € H(div; K), de
plus o1 (resp. g2) est continu en z(resp. en x3), on déduit alors que le vecteur (o1, og2)
appartient & H(div; Q).

13



|
Le Théoréme 1.1.1 montre, que sur des maillages réguliers I'imposition de la symétrie du
tenseur des contraintes d’une facon forte implique que o19 doit étre approché dans un sous
espace de H'. Pour définir I’élément de plus bas degré nous avons donc choisi

012 € H(Q)/VK € Ty, 12|k € Q1.

Il nous reste & choisir un espace d’approximation de H(div;Q) pour le vecteur (o1, 022)t. Le
choix le plus naturel est alors, I'élément de Raviart-Thomas de plus bas degrée RT:

ﬁsym = {O'h S é/VK €Ty, 012k € Q1 and (011,09) |k € RT[O]}.

Néanmoins, une fois de plus, ce choix n’est pas satisfaisant car il n’est pas compatible avec la
condensation de masse. La difficulté vient du fait que les degrés de liberté sont associés soit
aux arétes (pour (oy1,092)) soit aux sommets (pour o) des éléments, comme nous ’avons
illustré dans la figure 1.1. En effet, pour obtenir un schéma explicite en temps, nous allons

0122021, 012= 02
I
01— —+» 011
i
0,,=0 0,,= 0
127 021 125 921
O

Fi1G. 1.1: Degrés de liberté associés au tenseur des contraintes pour l’espace X;ym.

utiliser des techniques de condensation de masse pour approcher la matrice associée a la forme
bilinéaire a(op, ) (celle associée & c(vp,wy) étant déja diagonale pour les fonctions de base
habituelles de Mp,). Plus précisément, cela consiste a approcher a(oy, 71,) par

an(on,mn) = Y Ix(Aoy : ),
KeT,

ou Ix est une formule de quadrature judicieusement choisie afin de conduire & une matrice
approchée diagonale (ou diagonale par bloc). Malheureusement, nous n’avons pas réussi a
trouver une telle formule.

C’est, pourquoi nous proposons un autre espace d’approximation pour H(div; ). L’idée est
de regrouper tous les degrés de liberté aux points de quadrature, ie., les sommets des éléments.
Le choix adéquat est alors I’élément de plus bas degré de la deuxiéme famille de Nédélec [39]:

{qh € H(div; Q) tel que g |k € (Ql(K))2 VK € 771},

sym par

ce qui correspond a définir 'espace X
&sym = {012 € HI(Q)/O'H |K, VK € 'Th et
(011,022) € H(div;Q)/(011,02) |k € (Q1)*, VK € T, } .

14



Maintenant, tous les degrés de liberté sont associés aux sommets des éléments (voir figures
1.2 et 1.3). Dans ce cas, l'utilisation de la formule de quadrature habituelle:
h2
(1.30) [fiemnan="T7 ¥ f0n, vrec!x),
k

Msommets de K

conduit & une matrice ay(op, ) diagonale par bloc. Chaque bloc correspond & un noeud du
maillage et sa dimension est égale au nombre de degrés associés a ce noeud (ie, 5 voir Fig. 1.3).

d g
= = (0} (6]
912= 021 910= 021 A 2 2
—] .
b is b
On On Vq
.
h V-
o h
11 of 2
—] ‘_.»
4 ) d g
01p= 0y 0,5= 0y ‘022 o)

F1G. 1.2: Degrés de liberté pour le nouvel élément fini: associés au tenseur des contraintes (a
gauche et au centre) et 4 la vitesse (a droite).

h
011
e
%12
oy =
22 |, %2
b
11

FiG. 1.3: Les degrés de liberté associés a un noeud du maillage.

1.1.3 Extension aux ordres supérieurs et condensation de masse

La généralisation naturelle de 1’élément fini de plus bas degré, que nous avons présenté
dans la section précédente, est I’élément d’ordre k& + 1 défini par

My, = {un € M/VK € T, up | € (Qr)*}
(1.31) Xn={on € X/VK € Ty, on|x € (Qrr1)'}

X" = {on € Xnfas(on) = 0} = Xy n X"

Dans ce qui suit nous appellerons cet élément Qi1 — Q-

Remarque 1.1.3 La famille des éléments finis définie par (1.31) est la généralisation natu-

relle des éléments finis Qg‘fl — Q. présentés dans [13]. En effet, soit Xj, — My, les espaces:

Xn={q € X /|VK €T}, qulk € Qi1 X Qrt1},
(1.32)
MhZ{whEM/ VKE'Th, ’UJh|K EQk},
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on peut alors réécrire (1.81) comme
My = My x My,  Xp = Xp x Xp, X" = X, 0 XV

Nous nous restreignons ici aux éléments finis correspondant & & = 1, 2 qu’on utilise en pratique.
Les degrés de liberté associés a ces éléments sont illustrés dans les figures 1.4 et 1.5. La position

k5T

A7
WS AN A Al
8 2
A ) %
b
A 3 i
A :% :;
e M
L5 A (S I v v
= X3 X3
X3 X3 X3

Ik S VI Y %,
Yo e
v 2 2 2
3 3 y. () ° ()
y30/:\—414 —#» —*» %‘4: °
yzv 20 20 20
y0A44 #3 #3 #4A
1—4 -
20 | 1 y1V 2. 2. 2.
P A e by
SEAR RS R ok x
X; X3 X3 Xj

F1G. 1.5: Degrés de liberté pour l’élément Qs — Q2.

des degrés de liberté correspond aux produits tensoriels des points de quadrature des formules
de Gauss-Lobatto pour o et de Gauss-Legendre pour v. Pour obtenir la condensation de masse
on approche les intégrales définissant les matrices a(op, 1) et ¢(vy, wy) par les formules de
quadrature de Gauss-Lobatto et de Gauss-Legendre respectivement. On obtient alors,

— une matrice ap(op, 7,) approchée, diagonale par bloc. Chaque bloc correspond a un point
de quadrature et sa dimension varie entre 3 x 3, pour les noeuds intérieurs aux éléments,
et b x 5 pour les sommets.

~ une matrice ¢, (vp, wy,) diagonale.
On peut remarquer que I'espace M), étant choisi discontinu la matrice c(up,vs) est toujours
diagonale par blocs (la taille de ces blocs dépend seulement de 1’élément fini considéré: pour

Q. on obtient de blocs (k+1)% x (k+1)?2). Toutefois I'utilisation d’une formule de quadrature
permet 'obtention d’'une matrice diagonale.
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1.1.4 Extension au cas tridimensionnel

Nous allons présenter ici la généralisation de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes au
cas tridimensionnel. Nous considérons seulement 1’élément fini de plus bas degré, son extension
aux ordres supérieurs se réalise, sans difficulté, en utilisant des techniques similaires & celles
que nous avons présentées dans le cas 2D.

Présentation du probléme en 3D. Soit Q un ouvert de IR?, occupé par un milieu élas-
tique. Les équations de I'élastodynamique qui régissent la propagation des ondes dans €2 sont
toujours décrites par le systéme hyperbolique du premier ordre (1.12) auquel on associe des
données initiales et la condition aux limites (1.14). Comme dans le cas 2D, on identifie I’espace
des tenseurs 3 x 3 & I'espace E(IR3) des applications linéaires de IR? dans lui méme, sur lequel
on définit la forme linéaire :

(1.33) as(o) = (012 — 021, 013 — 031, T23 — T32).
L£5(IR?) désignera le sous espace des tenseurs symétriques :
(1.34) L(R*) = {0 € L(R®) / as(c) =0} .

Enfin, & tout o dans £(IR?) nous associerons:

o11 o921 031
(1.35) o= | 012 |, o02= |02 [, 03=| 03
013 093 033

et nous posons:

. T doy Ooiz | 0oz T
div o4 o + D + 923
. . dog 0oy 0o
1.36 d = d =
( ) ive iv oy o + O + Oy
div o3 dozi 003 n 0033
L 8331 6172 8333 .

Les espace fonctionnels de base sont M = (L2(;1R*))? et H = (L*(Q; £(IR))?) munis de
leur structure hilbertienne naturelle. Nous introduisons également les espaces X et X®Y™
définis par les relations (1.15) et (1.16) respectivement. La formulation mixte du probléme de
I’élastodynamique que nous considérons est donnée par le systéme (1.17).

L’élément fini de plus bas degré. Pour simplifier la présentation et sans perte de géné-
ralité nous allons considérer le cas ou €2 est le cube |0,1[x]0,1[x]0, 1], découpé en un maillage
de petits cubes de taille h = 1/N. Nous désignerons par 7}, le maillage ainsi construit et par
K un cube quelconque de ce maillage.

En suivant la méme technique que dans le cas bidimensionnel, on peut montrer que la
condition de symétrie “forte” sur des maillage réguliers implique que

~ (011, 099, 033) € H(div; Q) car o1 est continu en xy, o9 en xs et o33 en 3,
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— 012, 013 et 093 sont continus dans deux directions. Plus précisément, soit 4,j,k une
permutation circulaire de 1,2, 3, alors

:Ei—>0'jk(-,$i) GLii(Hl )

Zj,Tp

L’extension naturelle de notre méthode dans le cas tridimensionnel consiste & définir les espaces
d’approximation X, C X, X,*™ C X*™ et M}, C M par (1.24) avec

Q=(Q)’, P = (Qo)*.

Dans ce cas aussi tous les degrés de liberté du tenseur des contraintes sont associés aux mémes
points : les sommets des éléments K. Nous avons illustré sur la figure 1.6 les degrés de liberté
pour le nouvel élément fini: nous avons représenté d’une part les composantes o1, 099 et o33

|/ V4 *
e
A A
7] 74 O12 Oss v
Z'V “ /74» =
y
A A 7 |+ 9 s o

N

/*/ Oi13 / O11

% 4

A /1 4

AN
SN
N

|

AN

F1G. 1.6: Degrés de liberté associés au tenseur des contraintes (a gauche et au centre) et a la
vitesse (a droite).

par des fleches qui indiquent I'unique direction dans laquelle chacune de ces composantes est
continue, d’autre part les composantes o9, 013 et 093 par des croix qui montrent, les deux
directions de continuité de chaque composante. Nous considérons maintenant un noeud du
maillage, i.e un sommet qui est commun a huit cubes, nous avons alors 18 degrés de liberté
associés & ce sommet (voir figure 1.7). Pour obtenir la condensation de masse on approche la
matrice associée a la forme bilinéaire a(oy, 74) avec la formule de quadrature suivante

3
- > f(M), VfeC(K),

Msommets de K

(1.37) /kfda: ~ Ik (f)

Dans ce cas la matrice approchée est diagonale par bloc, chaque bloc est associé & un sommet
du maillage et sa dimension est égale au nombre de degrés de liberté associés a ce sommet (ce
qui correspond ici & 18).

Remarque 1.1.4 Le nombre de degrés de liberté associés au tenseur des contraintes étant
assez important méme pour l’élément de plus bas degré, le lecteur pourrait penser naturellement
que notre méthode est assez chére. Cependant, grice a la condensation de masse nous pouvons
éliminer o et donc obtenir un schéma de deuzriéme ordre en temps, avec une seule inconnue,
la vitesse. Dans ce cas, nous avons 3 inconnues par maille pour ’élément de plus bas degré.
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Fi1G. 1.7: Degrés de liberté associés a un sommet du maillage.

1.2 Analyse de la nouvelle famille d’éléments finis mixtes pour
un probléme elliptique : le probléme stationnaire

Dans ce qui suit, pour simplifier la présentation, nous allons considérer le cas ou (2 est le carré
10,1[x]0, 1[, découpé en un maillage en carrés de taille h = 1/N. Nous désignerons par 7j le
maillage ainsi construit et par K un élément quelconque de ce maillage. Soient Xj, X3,*¥™ et
My, les espaces d’approximation correspondant a la nouvelle famille d’éléments finis mixtes,
deéfinis de fagon générale par (1.31).

1.2.1 Le probléme elliptique - formulation “forte”

Le probléme stationnaire associé au probléme d’évolution (1.17) s’écrit

Trouver (o,v) € X*™ x M tels que
(1.38) a(o,7)+ b(v,7) =0, vr e X,

b(wag) = _(faw)a Vw € Ma

ou a(-,-) et b(-,-) sont définis par (1.18) et satisfont les propriétés (1.19). On sait alors (cf.
[19]) que le probléme (1.38) admet une solution unique (o, v) dans X*¥™ x M. Notre objectif
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est ici d’étudier le probléme suivant
Trouver (op,vy) € ésym x M, tels que
(1.39) a(on, )+ blop, ) =0, V7, € X,
b(wp,on) = —(f,wy), Yw € M.

qui est le probléme approché associé a (1.38).

1.2.2 Difficultés de ’analyse de convergence

Nous avons d’abord essayé d’appliquer la théorie classique d’approximation de Babuska-
Brezzi (cf. [19]). D’apres cette théorie le probléme (1.39) admet une solution unique (o, vp)
dans X3, "™ x M}, avec

(1.40) (op,vp) — (o) € X X M,
sous les hypothéses suivantes

(H0.0) Vf eIm B, V,(f) #0, avec

Vi(f) = {7 € Xa*™ | b, m) = —(fm), ¥ i, € My}

(HO.1) La condition inf-sup discréte uniforme

3 8> 0 indépendant de h tel que V wp € Mp, 3 7 € Xp™™ [ b(wn, 7h) > Bllwnllar [I7all x -

(H0.2) La coercivité de la forme a(-,-) sur V}, =l V1 (0)

3 a > 0 indépendant de h tel que V op € Vi, alop,0n) > ||ah||§(.

(H0.3) Les propriétés d’approximation

: : B _ sym
}LILI})ThEI)?_hfSym“U nllx =0, Vo€ X,

li inf — =0 Yo e M.
fim ing v —unlly =0, Vv e M

Cependant, comme dans le cas scalaire (cf. [13]) on peut montrer facilement que la nouvelle
famille d’éléments finis mixtes ne satisfait pas 'hypothése (H0.2). Nous n’avons pas non plus
réussi a appliquer la théorie abstraite développée dans [13], la difficulté principale provenant
de la prise en compte “forte” de la symétrie du tenseur des contraintes (cf [50, 12]|). Pour
remédier & cette difficulté nous allons considérer pour I’analyse la formulation variationnelle
“relaxée”.
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1.2.3 Le probléme elliptique - formulation “relaxée”

Le probléme stationnaire associé & (1.21) est

( Trouver (o,v,7) € X x M x L tels que
a(o,7)+ b(v,7)+ (y,as(r))r. =0, Vre X,
(1.41)
b(w7 0-) = _(f7 w)’ vw E M’
\ (ﬁaaS(U))L =0, vn e L,

avec a(-,-) et b(-,-) définis par (1.18). On peut réécrire (1.41) sous la forme suivante

Trouver (o,v,7) € X x M x L tels que

(1.42) a(o,7)+ bv, ;1) =0, vre X,

b(w,n;0) = —(f,w), VY(w,n) €M x L,

Ol nous avons posé

(1.43) b(w,n;7) = b(w, ) + (n,as(7))r, VY(r,w,n) € X x M x L.

On sait alors (cf. [2]) que les problémes (1.42) et (1.38) sont équivalents. On introduit ensuite
Ly, sous espace de dimension finie de L et on considére le probléme approché associé a (1.42)

( Trouver (o4, vp,vn) € X X My, X Ly, tels que
a(on, )+ b(vp, )+ (yn,as(m))r =0, V7 € Xi,
(1.44) -
b(whaah) = _(fawh)a VIwh € %7
\ (nha as(gh))L = 07 \V/’I’]h € Lh7

qui s’écrit aussi sous la forme suivante

Trouver (op,,vh, ) € Xi x My, X Ly, tels que

(1.45) a(ah,Th)—i- b(ﬂh,7h;Th) =0, Y1y, Eé,
b(wn, My on) = —(f,wn), V(wh,mn) € My X Ly,

L’idée est maintenant de définir ’espace Lj, de fagon & obtenir ’équivalence entre les problémes
(1.39) et (1.45). Cela nous permettra d’obtenir des estimations d’erreur pour le probléme (1.39)
a partir de celles du probléme relaxé, qui sont plus faciles & obtenir. Toutefois, notons que
les techniques classiques ne s’appliquent pas au probléme relaxé. En effet, on peut facilement
montrer que ’hypothese (H0.2) (coercivité) n’est pas satisfaite (la preuve est la méme que dans
le cas scalaire [13]). Concernant maintenant la théorie abstraite développée pour le probléme
scalaire nous n’avons pas réussi & montrer la condition inf-sup forte. Il faudra donc développer
des techniques originales pour obtenir les estimations d’erreur.

Remarque 1.2.1 Notons que l’introduction du probléeme équivalent (1.45) est nécessaire seule-
ment d’un point de vue technique pour l'analyse. En pratique on résout numeériquement le
probléeme d’évolution correspondant a la formulation “forte”.
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1.2.4 Un résultat abstrait

Avant de commencer, nous introduisons une flopée de notations nécessaires a 1’expression
de notre résultat. Soient donc M, X, H et L quatre espaces de Hilbert, avec

(1.46) X C H, X dense dans H et ||z < ||| x -
Nous noterons M’, X ' H "et L' leur espace dual respectif. Pour ’application, nous aurons,
H = (L(Q)", X = (H(div;Q))%, M = (LA(Q))? et L = LA(Q).

Soient a(-,-), b(-,-) et d(-,-) trois formes bilinéaires continues dans H x H, M x X et L x H

respectivement. On définit Z(, ; +) par

b(w,n;7) = b(w, ) +d(n,7), Y(w,n,7)€MxLxX.

Nous verrons, dans ce qui suit, que les formes bilinéaires b(-,-) et d(-,-) joueront un role
différent dans I’analyse. Essentiellement & cause du fait que leur continuité par rapport a la
deuxiéme variable 7 implique deux topologies différentes.

Par la continuité de a(:,-), on peut introduire un opérateur A dans L(H), défini par

a(o,7) = (Ao, 7)g, Vo,7 € HxH.
Nous introduisons par ailleurs les opérateurs B : X — M "et Bt : M — X " définis par
(Bt,w) = <’7’, Btw> =b(w,T), V(r,w) € X x M,

et leur noyaux respectifs

KerBz{Teg/b(w,T)z(), VwEM},

Ker B' = {we M /b(w,7)=0, Vr € X}.
De méme, on définit D : H — L' et D' : L — H' par

(D7,n) = (7, D'n) = d(y,7), ¥(r,n) € HxL,

et

KerD:{reg/d(n,r):O, VneL},

Ker D'={neL/d(nr)=0, VYreH}.

Finalement, nous introduisons B : X — M' xL'et Bl: M x L — X' avec
<§T;w,n> = <T;§t(w,7])> :g(w,n;T), V(r,w,n) € X x M x L,
et leur noyaux B et Et,
Ker B=V = {7‘ Eé/g(w,n;r) =0, Y(w,n) € M x L},
Ker B'= V' = {(w,n) €M xL/b(w,n;7)=0, Vr Gé}
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Dans ce qui suit, nous identifierons 'espace quotient (M x L)/Ker Bt avec le complément
orthogonal de Ker B!

(M x L)/Ker Bt = (Ker Et)L

= {(w,m) € M x L/ (0,w)s + (3,2 = 0,Y (v,7) € Ker B},

et nous supposerons que les propriétés suivantes sont satisfaites (||(w,n)|| s = lwllp +
Inllz-) B B

(i) Fe>0/V(wn)eMxL, ITeX/

(1.47) blw,75m) > ¢ ||(w,77)||(MxL)/Ker Bt ||T||éa
(i) Ja>0/YreV, a(rr)>alrlk,
Nous sommes intéressés par I'approximation du probléme suivant
Trouver (o,v,7) € X x M x L tels que

(1.48) a(o,7)+ b(v,y;7) =0, VT € X,

b(w,n;0) =—(f,w), Y(w,m) € M xL,

avec f € M'. La théorie classique (voir [19]), nous permet alors (grace aux hypotheses (1.47))
d’obtenir le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.1 Pour tout (f,0) € Img, le probléeme (1.48) admet une solution unique
(o,v,7) dans X x (M x L)/Ker B*). De plus

10 g zyicer ¢+ 1l < C U agr -

Soient maintenant X, C X, My C M et Ly C L trois espaces d’approximation de dimension
finie. Nous considérons le probléme approché suivant

Trouver (op,vh, ) € X X My, X Ly, tels que

(1.49) a(on, )+ b(vn, s Th) =0, V7h € Xn,

b(wh,Mwson) = —(fywn), Y(wn,np) € My x Ly.

Comme pour le probléme continu, nous ne pouvons pas éviter I'introduction des notations qui
suivent. Nous définissons donc les opérateurs By, : X, — M), et B,i : My, — X, par

(BhThawh)M = (Th,BIth)X = b(wh,rh), V(Th,wh) € é X %,
et leur noyaux respectifs
Zy = Ker By, = {Th € &/ b(’wh,Th) =0, Ywy € %},

Ker Bj = {wh € My, / b(wy, 1) =0, V73 € &}
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De méme, Dy, : Hy, — Ly, et Dfl : Ly — Hy sont définis par

(Dpthynn) g, = (Th,Dﬁﬂh)E = d(nn, ), Y(Th,mn) € Xp X Ln,
et nous avons
Ker Dy, = {Th € X/ d(np,m) =0, Vg, € Lh},

Ker Df, = {nn € L/ dnn, ) =0, V7 € Xa} .

Finalement nous introduisons gh : X — My x Ly, E}i : My, x L, — X} tels que

(EhahQ wh,nh) (oh; gﬁ(wh,nh)>X

(MxL)

= b(wh, M3 on), VUZ € Xp, V(wh,mn) € Mp X Lp.
et
Vi = KerB), = {Uh € é/g(wh,ﬁh;ﬂh) =0, Y(wp,np) € My x Lh} ,
Keréﬁ = {(wh,nh) € My, x Lh/g(wh,nh;ah) =0, Vo, € é} )
La nouvelle théorie abstraite repose sur les hypothéses suivantes
(HO0) V(£,0) € Im B, Vi(f) = {m € Xn /b, mnima) = =(f,wn) } #0.
(H1) Décomposition orthogonale de X},
ézéseaér (=11, +717) ér C Zp,
(Th, g =0, V (7, 7;) € és X é’“.
(H2) Condition inf-sup discrete “faible” :

Il existe une constante 3 > 0, indépendante de h, telle que

V (wh,mn) € My x Ly, 37 € Xp /
b(wh, nn; Th) > B ||(wha77h)||(M><L)/Ker Bl (“ﬂﬂlé"" |T;;|£)-
(H3) Condition de coercivité “faible” :

Il existe une constante « > 0, indépendante de h, telle que

Y 7h € Vi almom) > o (Il + (1% -
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(H4) Propriétés d’approximation “habituelles”

li inf — 0, VoelX
hT(I)TSIEI}( o =7illx = A

li f — =0, Yue M
pim ng, v = onllar ue M,

1i f =0, Vyel.
hli’%nl& Y =l y

(H4b) Propriété d’approximation supplémentaire sur L

lim inf

— (h)H =0, VyelL
hﬁon(h)eAEh) Y n I ’ Y 9

on AM = {77(’0 e L/ dn™, ) =0, vl € &}

Remarque 1.2.2 Nous avons utilisé le terme “habituel” pour les propriétés d’approximation
(H}), car elles sont trés proches des hypothéses classiques. La seule différence concerne ’ap-
prozimation de l'espace X par Xp,* au lieu de Xh Auw contraire, ’hypothése (H4b) n’est pas

classique. En effet, ’espace A( ) s est un sous espace de L de dimension infinie et il n’est donc
pas inclu dans Ly. En pratique, pour vérifier 'hypothése (H4b), nous allons chercher & déter-

maner LM un sous espace de dimension finie de Av(«h), tel que

lim inf —n™M|, =0 VyelL
(1.50) hlg})n(h)uelmllv Uiz gl

Cela nous permettra d’obtenir (H4b) car nous avons

lim inf — < l1m 1nf (h) Vv € L.
hﬁon(h)eAgmllv ™l my Ay =l vy

Remarque 1.2.3 Notons que, par la densité de X dans H et I’hypothese (H4), on obtient

lim inf |o—1;|;=0, VoeH.
h—0T15eX}® = -

Remarque 1.2.4 On peut aussi caractériser ’hypotheése (HO) par
(HO) — (i4) Ker Bf, = Ker B'N (M, x Ly)

Théoréme 1.2.2 Sous les hypothése (H0) a (H4b), le probleme (1.49) admet une solution
unique (op, = o + 04, vp,Yn) € Xp X (Mp, x Lp)/Ker Bl), avec

o (0h,vn,vn) — (0,v,7) dans X x M x L,

e o} — 0 dans H.
Plus précisément, nous obtenons les estimations d’erreur suivantes

ol + o = ol x + 10 = vy =¥l prenyjcer B2 <

(151) =€ {)ﬁ o= il + int, o= wnlly + fnf lly =l

+ inf |Ao -2z inf — ) .
E | hlm + <h>EAgh>“7 U )7
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On déduit alors la convergence a partir de (1.51), grace auzx propriétés d’approximation (Hj)
et la remarque 1.2.5.

Démonstration. (i) Existence et unicité
L’hypothése (H3) implique la condition de coercivité discréte suivante (a priori non-uniforme),

(1.52) day, > 0, Yo, €V}, ,a(ah,ah) > ap, HO’hHQX

car en dimension finie toutes les normes sont équivalentes. En utilisant ensuite (1.52) et (HO)
nous obtenons (avec des techniques classiques) I'existence et 'unicité de la solution (o, vs, Va)
du probleme discret (1.49) dans X, x ((Mj, x Ly)/Ker B}).

(ii) Estimations d’erreur pour le terme o — oy,

Les grandes lignes de la démonstration reposent sur les techniques de la théorie classique.
Notamment, nous allons utiliser d’une part 'inégalité triangulaire sur l'identité o — o =
o — T+ T, — op ou T, est un élément quelconque de Vi (f), d’autre part nous utiliserons
I’hypothése de coercivité de la forme a pour estimer le terme 7, — 0p. La différence vient du
fait que nous avons ici a travailler avec une norme spécifique sur I'espace Xj,

1
i = (Il + I3,

car, c’est cette norme qui intervient dans les hypothéses de coercivité (H3) et de condition
inf-sup (H2). Ceci induit une difficulté technique car nous devons nous débarrasser systéma-
tiquement de termes du type b(-, 7/ ), pour lesquels la norme [|77 || x intervienne naturellement
par la continuité de la forme b. N

La deuxiéme équation de (1.49), implique que o}, appartient dans Vi, (f). Donc, pour tout 7
dans V4(f) nous avons o, — 73, € V},. Nous pouvons écrire que

(1.53) a(op — hyon — 1) = aloc — T, 0 — 1) + alop, — 0,0 — 1),

en prenant ensuite la différence entre la premiére équation du probléme discret (1.49) et du
probléme continu (1.48) on obtient

(1.54) a(on — a,0p — ) = b(v — wh, ¥ — M3 Tk — Th), V(wh, ) € My X Ly
D’ou en utilisant (H1), on a

(1.55) a(op, —o,0n — 1) =blv —wp, 05 —13) + b(v,05 — 13) + d(y — Ny OB — Th)-

Nous avons ici utilisé le fait que b(wp, 0}, — 7)) = 0, car X}, C Zj,. On veut maintenant
remplacer dans (1.55) le terme b(u, o}, — o7,). Pour ce faire on utilise la premiére équation du
probléme continu (1.48),

(1.56)
a(op — 0,0 —Th) = b(v —wy,0p — 1) = alo,op, —7h) — d(y, 0, — 7,) +d(Y = Ny 0 — Th)

= b(v —wn, 03, = 73,) = (Ao, 0}, — 7). — d(v,0% — 73) + d(Y = Nn, o — Th)-
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Gréce aux hypotheses (H1) et (H4), on obtient
a(on — 0,00 =) = blv —wp, 05, = 73) = (Ao — 2}, 07, = 77,)1
(1.57)
—d(y =™, 0} = 77) +d(y = m, on = ™),
pour tout couple (z,7()) € X;* x A" En combinant ensuite (1.53), (1.56) et (1.57), il suit

a(on — Thyon — ) = a(o — Th,0n — T1) + b(v — wh, 0h — T3)
(1.58)
— (Ao — 25, 0% — i) — dly — 0™, o}, = 7h) + d(y = mh, o — Th),
d’ou par (H3), on a
2 2
allo, = mllx +lon = 7lE) < llellle = 7hlg lon = 7alg + 6]l v = wnllar lon — ol x

+1Ag = 2l 10F, = 7hl + Il [y = || 0%, = 7F g
i Iy = mally o — 7l -

On déduit alors I'existence d’une constante C positive qui dépend de ||al|, [|b]|, ||d|| et « telle
que, pour tout (Th,wh,nh,zf'l,n(h)) € Vi(f) x My x Ly, x X° x Av(ah) nous avons (|o — 7|g <

lo = 73l + I7h = 771

loh _TliHX"‘ | _TI:E < C( |‘7_T}f|£+ |7'}7;|£+ ||U_wh||M+ 1y = mnllg

(1.59)
+ Ao =zl + Iy =™l ) .
En utilisant ensuite 'inégalité triangulaire on obtient, pour tout 7, € V,(f)
lo =il + okl = llr = 75+ 78 — ol +10% - 75+ 7hlg

<llo = 7hlly + 178 = ol +10h = 7l + 17k L

ce qui implique en combinaison avec (1.59) que

oc—ol|lyv + o7 <(1+C < inf (O'—Ts + |77 ))
| lx +lonlg < ) L ouf | wllx + 174

+C | inf |lv—-w + inf -
(it o= wnlly + inf =l

+ inf |Ao—z|;+ inf |y =ML .
2, €Xn° = pepAM

Pour conclure, rappelons que la condition inf-sup implique (cf. [19], Proposition 2.5)

inf (O’—Ts + |77 )gc inf (J—Ts + |77 )
Lt (o =il +1771) < en ing (I =il + 7l
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en particulier

inf (o= 7illx +I7hlg) <er_inf o= rilly -
eV (f) L7 TN =T ey &
(iii) Estimations d’erreur sur les termes v — v;, et v — 7,

Une fois de plus nous utiliserons 'inégalité triangulaire

I =ony =)l arscryper By < 1R = 0ns 90 = M0) g1y icer g
(1.60)
“(’U — Wh,Y — nh)“(MxL)/Ker 52 ’

ott (wp,np) sont des éléments quelconques de Mj, x Lp. Par I'hypothese (H2), pour tout
(wh,mn) € My X Lp, nous avons

1 b(vh — Why Yh — N5 Th)
(1.61) | (vn — wh, v — 1) || = < — sup
MBI = B ez ill 17

En utilisant ensuite la décomposition orthogonale de 7, (7, = 75, +77) et le fait que X}," C Zj,,

on obtient 'expression suivante de Z(vh — Why Yh — Nh; Th)

(1.62) b(vy, — wh, Yh — Mns Th) = b(vn, — wh, 13,) + Ay — M, ) + d(yn — 08, )

On veut se débarrasser du terme b(vy, —wp, 75 ) dans I'équation ci-dessus. Pour cela, soustrayons
la premiére équation de (1.49) de la premiére équation de (1.48). On obtient

a(o — op, ) + bV — vp,y —ypsmh) =0, V7 € Xhp.
En particulier, pour tout 73 € X, on a
a(O'—O'h,T}f)+b(U—vh,TI§)+d(’Y—’Yh,TI§) :07 VTff E&sa

ce qui, en introduisant (wy,n,) € My, X Ly, peut s’écrire

a(o = op, ;) + b(v — wp, 7)) + b(wp, — vp, ) + d(y — np, ) + d(np = e Th) = 0,
que nous utilisons dans (1.62)

b(vn = wh, ) + d(yh — M, ) = alo = on, ) + b(v — wp, ;) + d(y = M4, 71),
pour obtenir
(1.63)
b(vn = why Yo — i Th) = alo = on, 7y) + b(v — wp, ) + d(y = M4, ) + d(Vh = 8, T)-
Le terme o — 03, ayant été déja estimé dans (i), les termes b(v —wy, 73,) et d(y—np, 7;;) pouvant
étre facilement majorés par C'||77|| v ([[v — wallaz + |7 — 7allz), il ne reste plus qu’a étudier le
terme d(vy, — nn, 77 ). Celui-ci, peut étre réécrit comme suit (grace a (H4b))
d(yn = s 1) = d(yn — v, 73) + (Y — 4y T1)
(1.64)
= d(yn,74) + d™ =y, 1) + d(y =), Vg™ e A,
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Prenons 7, = 77 dans la premiére équation du probléme discret (1.49), on obtient
a(on, ) + d(yn, ) = 0,

ou, de fagon équivalente

(1.65) d(yn, 1) = —a(on, 77,) = —(Aon, ) = (25, — Aon, 77,), Vzj € X'

A partir de (1.63) via (1.64) et (1.65), on obtient,

b(’Uh — WhyYh — nh;Th) = a(O' — O'h,Tﬁ) —+ b(’U — wh,Tﬁ) —+ d('y — T”UTIf, + 7—]::)

+ (25, = Aon, 7)) + d(™ — 5, 7h)

(1.66)
< C{lo—onlu + llv —wnlly + Iy = mallz
h

+ |25, = Aol + 11" = lle} {173l x + Imh g}
ot le terme |z} — Aoy|p peut étre majoré par
(1.67) |25 — Aonlg = |z, — Ao+ Ac — Aoy|m < |2, — Aolu + |lalllo — onln.

En reportant (1.66) et (1.67) dans (1.60) et (1.61), on obtient finalement

! .
10 =7 = W, < € {I = Rl + bl + ind o =il

+ inf — + inf |z — A + inf (h) _ .
nhethlv Ml Zigéslh olm ,,(meAw”n o117

Remarque 1.2.5 Si Ker g,ﬁ = 0 (ce qui est vrai pour application), on obtient les estimations

d’erreur dans la norme habituelle ||(v — vp, ¥ — yu) M x1.-

Remarque 1.2.6 Le Théoréme 1.2.2 peut étre facilement généralisé dans le cas du probléme

suivant

Trouver (o,v,v) € X X M x L tels que

ll(O',T)+ ZO’:’W T) = (977-)E7 VT € é?

b(w,n;0) == (f,w), Y(w,n) eMxL,

avec g € H. Les estimations d’erreur pour ce probleme, sont alors légérement différentes de

celles obtenues précédemment. Plus précisément on obtient

7 s . . o< nf s
|0'h|£+ o Uh”é"" (v —vn,y 7’1)“(M><L)/Ker Bt = C {T,SLIGI}(_;LS o Th“é

T ot
(1.68) it o= wnlly + inf lly =l

+ inf —Ao) — 2|, + inf —p) .
Zieésl(g ) = 2hlm n(meAgM’h "L
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1.2.5 Application au probléme élastique
Les résultats principaux

Nous considérons ici le probleme de I'élasticité. Les espaces fonctionnels de base sont
H = (1), X = (H(div ; Q)% M = (L*(Q))% et L= L2(%).

Les opérateurs abstraits B, D et A sont définis par

(1.69) Br=divr, VreX, Dr=as(r) VreH, Ar(z)=A(z)r(z).

Pour la discrétisation du probléme, nous considérons les espaces X}, M) correspondant a la

nouvelle famille des éléments finis mixtes, définis par (1.31). Notre objectif est maintenant de
définir un espace Ly particulier qui nous permet d’obtenir ’équivalence entre les problémes
(1.39) et (1.45). Pour ce faire nous définissons L;, par la relation suivante

(1.70) L, = D(X},) = as(Xy).
Dans ce cas, Dy, est la restriction de I'opérateur continu D dans I'espace X},. De plus:
Lh =Im Dh, &sym = Ker Dh.

Nous allons ensuite montrer que le probléeme (1.45) entre dans la cadre de la théorie abstraite,
ce qui nous permettra d’obtenir les résultats suivants.
Le premier résultat concerne I’équivalence entre les problémes (1.39) et (1.45).

Théoréme 1.2.3 Supposons que les espaces Xy, My, Ly, définis en (1.31) et (1.70) satisfont

les hypotheéses (HO) o (H4b), alors le probleme (1.45) admet une solution unique (op,,vp,¥p) €
Xy x My, x Ly, avec (op,vp) Uunique solution du probleme (1.39).

Le résultat principal de cette section est le théoréme de convergence suivant. On se restreint
ici au cas des éléments finis correspondant & k = 0,1 et 2 pour des raisons techniques (voir
remarque 1.2.9).

Théoréme 1.2.4 Supposons k < 2. Soient (o, vp, Yn) € Xp XMy XLy, et (0,v,77) € XxMxL
les solutions des problemes (1.45) et (1.42) respectivement, alors (o), = o}, + o},)

o (0, vn,m) — (0,0,7) dans (H(div 5 Q))? x (L*(2))* x L*(Q),
e o) =0 dans (L*(Q))".
De plus, si la solution est suffisamment régquliére, i.e., (o,v,7) € (H™(Q))* x (H™(Q))? x

H™(Q) et (Ao, div o € (H™(Q))* x (H™(Q))? pour m = k41, alors on obtient les estimations
d’erreur suivantes (‘on note par | - |gmya la semi-norme habituelle dans (H™)4)

) o — apll(rrcaivye? + lonl@eys + v = vnllz2y + 1y = ylle <
1.71
< Chm (|U|(Hm)4 + |diV(U)|(Hm)2 + |’U|(Hm)2 + |AU|(Hm)4).
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Pour prouver les théorémes 1.2.3 et 1.2.4, nous allons appliquer la théorie abstraite, présen-
tée dans la section précédente, au probléme continu (1.42) et son approximation (1.45). Les
étapes principales de la démonstration sont les suivantes. On commence par justifier le choix
de 'espace Lj, défini par (1.70), puis, nous caractérisons cet espace a ’aide des fonctions de
base locales. Dans un deuxiéme temps, nous vérifions les hypotheéses (H0)-(H4) pour la nou-
velle famille d’éléments finis mixtes. Finalement, on obtient les estimations d’erreur (1.71) en
utilisant les résultats d’interpolation habituels (cf. [43]) dans les espaces X%, My, Ly (voir
section 1.2.5-d et lemme 1.2.3). o

Remarque 1.2.7 Le Théoréeme 1.2.4 nous donne des estimations d’erreur pour [’approxima-
tion de la formulation relaxée. Ceci nous permet d’obtenir les estimations d’erreur pour la
formulation forte, car nous avons d’une part ['équivalence entre les deuz formulation (relazée
et forte) du probléme continu et d’autre part graice au Théoréme 1.2.3 I’équivalence entre les
deuz formulation (relazée et forte) du probleme discret.

Remarque 1.2.8 Le Théoréeme 1.2.4 implique la convergence de o, vers o seulement dans
Vespace H (c.a.d, (L*)*). Pour obtenir une bonne approzimation du tenseur de contraintes
dans Uespace X (c.a.d, (H(div))?), il suffit de projeter la solution discréte oy, sur lespace Xp°.
Cela consiste a calculer o} . Dans le cadre de notre application, il s’agit d’un post-traitement
qui est particulierement facile, car il est local.

Remarque 1.2.9 Nous montrerons dans la section 1.2.5, que l’obtention du résultat de conver-
gence pour k quelconque se raméne a vérifier qu’une certaine matrice rectangulaire est de rang
plein. Il nous a semblé difficile de vérifier cette propriété a la main. C’est pourquoi, nous avons
implémenté un algorithme avec MAPLE qui nous a permis de la vérifier pour k = 0,1 et 2.
Pour des k supérieurs on pourrait utiliser la méme méthode bien que nous ne [’ayons pas fait.

Equivalence avec le probléme relaxé: Caractérisation de 1’espace L,

La démonstration des théoréemes 1.2.3 et 1.2.4 est une conséquence immédiate du lemme
suivant. Il nous restera alors & vérifier que les hypothéses de ce Lemme sont satisfaites pour le
choix particulier de Lj;, que nous avons fait. Ceci sera ’objet des deux prochains paragraphes.

Lemme 1.2.1 Supposons que les espaces Xy, My, Ly, définis en (1.31) et (1.70) satisfont les
hypothéses (HO) a (H4b), alors les théoremes 1.2.3 et 1.2.4 sont vrais.

Démonstration. (i) Existence et unicité de la solution du probléme (1.45)

Tout d’abord, notons que les hypotheses (HO) & (H4b) entrainent 'existence et I'unicité de la
solution du probléme (1.45). Ceci est une conséquence directe du théoréme 1.2.1.

(ii) Existence et unicité de la solution du probléme (1.39)

Nous remarquons que choisir Ly, = D(X}) implique la caractérisation suivante de Vj,(f)

(1.72) Vi) = {m € Xu"™/ bwn,m) = ~(fruwn), Yy, € My}
En fait, I'égalité Z(wh,nh;Th) = —(f,wy) qui est vraie pour tout couple (wp,n) implique

en particulier, en choisissant wy, = 0, que d(np, ) = (D7h,7mp) = 0 pour tout n, dans Lj.
Puis, en prenant n, = D7, € Ly, on obtient facilement D7, = 0, soit, en d’autres termes
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7, € X3™. Maintenant, il suffit de remarquer que Z(wh,nh;Th) = b(wp, 1) lorsque 73, est

élément de X3,*Y™, pour déduire que

Vi(f) C {Th € Xy [ b(wn, ) = =(f,wp), Ywy € %}

L’inclusion inverse est immédiate. Finalement les hypotheses (H0), (H1) et (H3) impliquent
(de par ’équivalence des normes en dimension finie) le résultat de coercivité discréte

(1.73) day, > 0, Yoy € Vh(O), a(ah,ah) > oy, ”UhHQX

11 suffit pour conclure d’utiliser la théorie classique des problémes mixtes, (hypothése (HO),
(1.72) et la condition de coercivité discréte (1.73)) pour obtenir 'existence et 'unicité de la
solution (o, vp,) du probléme discret (1.39) dans X,"¥™ x M, (Ker B =0).

(iii) Equivalence entre les problémes (1.45) et (1.39)

Soit (oh,vp,Yn) € Xp X My, x Ly, la solution de (1.45), il est clair que oy, est dans V;,(f), ce qui

sym sym

implique, cf. (1.72), que o5, € X,*¥"™. Prenant ensuite 7, € X3,*¥" dans la premiére équation

du probleme (1.45), on obtient que (o, v,) est aussi la solution du probleme (1.39).
|
Nous caractérisons maintenant I’espace L. Introduisons les espaces suivants:

e L’espace de fonctions @) discontinues

Qi p = {an € L*(Q) / VK € Ty, anlx € Qu}-

e L’espace de fonctions (Q; continues
Qhr={an € H(Q)/VK € Ty, qn|x € Qi}-

Nous définissons L;, C L comme suit

Définition: Eh est le sous espace de Q%,lﬁ-l’ défini a laide des fonctions Qpy1 discontinues
qui satisfont une relation supplémentaire a chaque sommet intérieur du maillage Tp,. Plus
précisément, notons qi, 1 < k < 4 les 4 valeurs de la fonction q, € Ly associée a un sommet
intérieur M; du maillage Ty, (voir Figure 1.8), alors la relation suivante doit étre satisfaite

(1.74) g1+ 93 =q2+ qq.

Fi1G. 1.8: Degrés de liberté associés a un sommet intérieur du maillage.

Lemme 1.2.2 L’espace Ly = D(X}) est un sous espace de L.
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Démonstration. Par définition de Ly, on a:
Vi € Ly, 31, € X, tel que n, = as(m,) = 7',31 — 7,12.
Utilisant ensuite la définition de X} on déduit que

VK € Tp, mulr € Qi1

Pour conclure, il reste & prouver que 7y, satisfait aussi la relation locale (1.74) a chaque sommet
intérieur du maillage. En effet, considérons M; un sommet intérieur du maillage (illustré par
la Figure 1.9). Par définition de as(.), on a

nKl‘Mj =TK1‘M_TK1‘MJ ’ UKZ‘MJ' :TK2‘M _TK2‘M] ’
12
N |, :TK?,\M Ty M » N | v, :TKJM TKJM; g
ol Nk; (la restriction de la fonction 7, dans I'élément K;) au
point M; (de méme pour 7,2 et 721).

Les relations de continuité dans X} impliquent les égalités suivantes

Ky K
% §l
TM_»

g,12 d,12
M, 4TM]
1 |
__»
b4
Ty
K3 K,

F1G. 1.9: Relations de continuité dans Xj.

21 _ ho2t _ b2l
TK1‘M = TRy M =T > TKz‘Mj _TKS‘M =TMm; >
12 _ d12 2 _ _ g2
TK1‘M _TKz‘M TM; > TKS‘M]' _TK4‘M _TM] )
d’ot1, on obtient
_ ho2t d,12 b2l _ _d,12
77K1‘Mj =Tv; ~TMm; o 77K2‘M- —TM MJ )
b2l _g12 _h2l g2
NK; ‘M = 7']\4] TMj ) 77K4‘Mj =TMm; — TM]. -

On peut alors montrer facilement que

77K1‘M]‘ +77K3 M; = nK2‘Mj +77K4 M
[ |

Le résultat suivant termine la caractérisation de I’espace Ly,.

Théoréme 1.2.5 La dimension de Ly, est égale a la dimension de [’espace Eh, ce qui implique

Ly = Ly,.
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Démonstration. Nous commencons par le calcul de la dimension de Eh.
Dim Eh = Dim Qz’kﬂ — Le nombre des sommets intérieurs

=N? (k+2)? - (N —1)? = N*(k®> + 4k + 3) + 2N — 1.
D’autre part, on a
(1.75) Dim L; = Dim é — Dim ésym,
car Ly = D(é) =Im Dy et ésym = Ker D;,. Considérons é comme un sous espace de
(Qi’k+1)4, on a alors
(1.76) Dim X;, = Dim Q;il’kﬂ x 4 — Nombre des relations de continuité.

Comme 7', 72! (vesp. 7}%, 77?) sont continus a travers les arétes verticales (resp. horizon-

tales), le nombre des relations de continuité dans X est donné par

Nom. de relations de continuité = Nom. des arétes x Nom. de deg. de lib. par aréte x 2
=2N(N —1) x (k+2) x 2.
En reportant ceci dans (1.76), on obtient
(1.77) Dim Xj, = 4N*(k? + 3k +2) + 4N (k + 2).

sym

Pour calculer la dimension de X3*Y™, on le décompose comme la somme directe de deux espaces

correspondant a la décomposition d’un tenseur en une partie diagonale et une extra-diagonale,
d

(1.78) éﬂ!m — éSym, 4 ésym,e,

ou

X;,59m @ egt isomorphe a {(7,11,7}%2) € H(div), VK € Ty, (7'111,7}%2) |k € (Qk+1)2} ,

X" est isomorphe a {ri2=1r' e H'/VK € T}, 7}* |k € Qp+1}-
On obtient alors
(1.79) Dim X;*™¢ = Dim Qf ;1 = (N + 1)* + 2N(N + 1)k + N°k?,
et (comme pour le calcul de Dim Xj,),
Dim ésym’d = Dim Qz,kﬂ x 2 — Nom. des relations de continuité

(1.80) =2N%(k+2)2 —2N(N —1) x (k +2)

1
=2N?(k? +3k +2)+2N(k+2) (= §Dim&),
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En reportant (1.79) et (1.80) dans (1.78), on obtient

Dim &sym = Dim &Sym,d + Dim &sym,e
(1.81) — =L 2h
= N2(3k% + 8k +5) + N(4k + 6) + 1.

A partir de (1.75) via (1.77) et (1.81), on a.
Diml; =4N?(k?+3k+2) +4N(k +2) — N2(3k? + 8k +5) — N(4k +6) — 1

= N?(k% + 4k + 3) + 2N — 1.

Dans ce qui suit, nous poserons N Lj; = Diml; et noterons par
(1.82) {g;, 1<j < NI}

les fonctions de base de Ly, associées aux degrés de liberté suivants (nous distinguerons ici les
sommets des éléments, des autres “noeuds”, qui correspond & un maillage plus fin obtenu par
la division de chaque élément K en k? carrés égaux):

— Degrés de liberté associés au bord du maillage:
— La valeur de la fonction en chaque sommet du domaine €2, noeud de type 1, (il y

en a 4),

— La valeur de la fonction en chaque noeud du bord, intérieur & une aréte du maillage,
noeud de type 2 (il y en a 4kN),

— Les deux valeurs de la fonction en chaque point du bord, qui est un sommet d’un
élément, (différent des 4 sommets de ©2), noeud de type 3 (il y en a 4(N —1) x 2).

— Degrés de liberté associés a l'intérieur:

— La valeur de la fonction en chaque noeud, qui est intérieur a un élément, noeud de
type 4 (il y en a k>2N?),

— Les deux valeurs de la fonction en chaque noeud, qui est situé a l'intérieur d’une
aréte, noeud de type 5 (il y en a 2kN(N — 1) x 2),

— Les trois valeurs (¢1 + 2 + ¢3 + q4)/4, (1 — @2 — g3 + q1) /4, (@1 + @2 — g3 — q1) /4,
en chaque sommet intérieur du maillage, noeud de type 6 (il y en a (N —1)? x 3).

Nous présentons dans la Figure 1.10 les différents types des noeuds dans Ly,. Il est facile de vé-
rifier que le support de chaque fonction de base est constitué d’un seul élément K, & I’exception
des fonctions de base associées aux sommets intérieurs qui ont un support sur quatre éléments.

Afin de pouvoir appliquer le lemme 1.2.1, il nous reste a prouver que les hypothese (HO)
a (H4b) sont satisfaites pour les espaces Xj, M), et Lj. La section 1.2.5 est consacrée a la

vérification de (H1), (HO), (H3), (H4) et (H4b), dans cette ordre particulier. L’hypothese (H2)
qui est la plus délicate est démontrée dans la section 1.2.5
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FiG. 1.10: Les sixz types des noeuds dans Ly,.

Vérification des hypothéses (H1), (HO), (H3), (H4) et (H4b)

a - Hypothése (H1) La décomposition orthogonale de 'espace X, est une généralisation
des résultats présentés pour le probléme scalaire. Soient X, — M), les espaces des éléments
finis Qgﬂ’rjl — @y, introduits dans [13]. Nous avons montré que X; admet une décomposition
orthogonale X;, = X} ® X avec X, X; définis par (1.83).

Xﬁ, = {ph € H(d1V7 Q)/VK € 7;17 ph|K € RT[k]}a
(1.83)
Xy, ={pn € H(div; Q) / VK € Ty, pplx € Vi} .

Par définition de Xp on a
- X, = Xp, x X,

d’ou on obtient immédiatement la décomposition orthogonale suivante pour X

(1.84) Xn=Xn" @ X',
avec
(1.85) X)* = Xi x Xj et X" = X}, x X].

De plus, on a
&T C Zp,.

Ceci est un corollaire de la propriété locale suivante.

(1.86) VK € 771, Yw € Qk, Vph (- X};, (divph,w)K = 0.

b - Hypothése (HO) On sait que (cf. Remarque 1.2.4), I’hypothése (HO) est équivalente a
Ker E}i =0.

Il suffit donc de prouver que pour tout couple (wy,nn) € My x Ly qui satisfait

(187) b(UIh,’I’]h;Th) = b(whaTh) + d(lrlhaTh) = 07 VTh € éa

nous avons
wp = 0et g, =0.
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En effet, prenons d’abord 7, = 7{ (un tenseur diagonal de X},) dans (1.87), on obtient alors

(1.88) b(wn, s 7i) = b(wp, 7)) = 0, Vil € Xp.

Ce qui entraine que wy, = 0, en utilisant les propriétés bien connues de 'espace de Raviart-
Thomas. Pour conclure, il nous reste a prouver que

(a‘S(Th)anh) = 07 VTh € é

implique que 7, = 0. Ceci est vrai, car par définition de Lj nous avons

Ly = D(é) (E as(é)) .

c - Hypothése (H3) La vérification de cette hypothése est aussi une généralisation immé-
diate des résultats obtenus pour le probléme scalaire. A partir de (1.11), on obtient

alonson) > alonll = a (Joif3 + |oh13, ) -
Remarquons maintenant que op, € V}, implique que
(a) (as(on),mn) =0, Vnp € L,
(b) (div(op),wn) =0, Ywy € My,
De plus
(¢) divey € My,

(it) (divey,wy) =0, Ywy, € My,

En effet, (i) est une propriété bien connue de ’espace de Raviart-Thomas et (ii) est une
conséquence immédiate de (b) et du fait que X;," C Zj. Grace a la propriété (i) on peut

prendre wy, = dive} dans (4i), ce qui entraine que
divey = 0.
D’oil on obtient [|of||% = |0 |% et en conséquence
Yo € Vi, alon,on) > a (||a,§||g + |a;;|2ﬂ) .
d - Hypothéses (H4) - (H4b) Il est bien connu que les espaces X;,* et M), vérifient les

propriétés d’approximation (H4) (cf. [41], [43], [19]). De plus, comme ’espace Lj, contient les
fonctions Q1 continues, il est clair que nous avons

lim inf - =0 VyelL.
fim inf v =l g

Pour vérifier Phypothése (H4b) (cf. Remarque 1.2.2) nous allons chercher a déterminer L"),
un sous espace de dimension finie de Ag«h), satisfaisant la propriété d’approximation (1.50).

Lemme 1.2.3 L’espace LM = Qg,k est un sous espace de Av(«h). De plus, il satisfait

lim inf —pM||, =0, VyeL.
lim n(h)em)llv L v
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Démonstration. La propriété d’approximation est bien connue. Nous allons prouver ici que

L) = Qg’k est en effet un sous espace de Ag«h),

Agh) _ {n(h) c L/ d(n(h);TI:) =0, VT]: € &r}

= {0 e L/ (as(rf),n™) = 0, ¥ri, € Xu"}.
Pour ce faire, il suffit de prouver que
(1.89) VK € T, (as(r7),n™) 250y = 0, V(af,n™) € Xp" x 1P,

Ceci est une propriété de 'espace X;,". En effet, considérons pour simplifier et sans perte de

généralité Uélément de référence K = K = [0,1] x [0,1]. Notons par ¥ la restriction d’une
fonction de Xj," dans I’élément K, elle s’écrit alors

R 1/;11 1&12 pi(z1)ok(z2) pa(z2)ok(z1)
V= R X = y Pi<i<a € Py g,
Pa1 P22 p3(@1)ok(z2)  palw2)ok(z1)

ou la fonction oy est définie, & une constante multiplicative prés, par

1
/ or(x)p(z)dr =0, Vp € Py, o € Pgy1, 0, F0 .
0

Donc, du fait que toute fonction g(x1,x2) € Qp est une combinaison linéaire de termes de la
forme q1(21)qa(x2) avec (q1(21), g2(z2)) € Pp(z1) x Pi(z2), on déduit que

/ or(22)q1(z1)q2(x2)dz1dry = / or(z1)q(z1)q(x2)dz1dry = 0,
K K

d’ott on obtient
V('L,]),’L = 1727 .7 = 1727 <$l],q)[,2([§') = 07 v q € Qk(k)

Ce qui implique en particulier (1.89).

Preuve du théoréme principal: Vérification de I’hypothése (H2)

Finalement nous allons vérifier la condition inf-sup discréte. Pour ce faire, nous allons la
séparer en deux parties via les lemmes suivants.

Lemme 1.2.4 Pour tout vy, € My, il existe un T,% = 7'}1’5 € X" tel que
(Z) (diVT]%,’UJh) = (vhawh)a Vwy, € %7
(i) (as(ry), pn) =0, Vpun € Ly,

1,
(i13) ||, 5

x 1z = Im®llx < ellvally,

ot ¢1 est une constante positive indépendante de h.
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Lemme 1.2.5 Pour tout 1 € Ly, il existe un T}% € Xy, tel que
(i) (divry,wp) =0, Yy € My,

(7’7’) ((18(7’}%),’]’]}1) > ||77h“%7

2 2
(id3) 7, lx + 17" | < esllmnllr,
avec co, c3 quelques constantes positives indépendantes de h.

Avant de prouver ces deux lemmes, nous allons d’abord démontrer qu’ils impliquent le théo-
réme suivant, équivalent & la condition inf-sup.

Théoréme 1.2.6 Pour tout (vy,nn) € My X Ly, il existe un 1), € X}, tel que

(divrn, on) + (as(r),m) > C (llonlly + lmall) (17l + 7l )

avec C' une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Pour tout couple (vp,np) € My X Ly, prenons 15, = 7'}1 + 7',3 € Xp, avec 7'}1

(resp. 77) vérifiant le Lemme 1.2.4 (resp. le Lemme 1.2.5). Nous obtenons alors,
(divrp, vp) + (as(mh),mn) = (divry, vp) + (as(72),mn) (Lemme 1.2.4-(ii) et 1.2.5-(i))

> [lvall3s + c2 Il (Lemme 1.2.4-(i) et 1.2.5-(ii))

2
> ¢ (llonlly + Il )

> C (Ilonllyg + lmally ) (17l + 1751 ) (Temme 1.2.4 et 1.2.5,Gi)

|

Pour démontrer le Lemme 1.2.4, nous suivons les techniques habituelles utilisées pour

prouver la condition inf-sup (cf. [19]). Plus précisément, dans le Lemme 1.2.6, on obtient tout

d’abord un résultat analogue au Lemme 1.2.4 pour le probléme continu. Ensuite, on conclut
en exploitant les propriétés de I'espace des éléments finis Raviart-Thomas.

Lemme 1.2.6 Pour tout v € M il eriste un 7 € X tel que
(1) 7 est diagonal (donc as(t) = 0),
(i) divr = w,
(#1i) 7llx < Cillvllm

Démonstration. Dans le cas d’'un domaine ) rectangulaire, il est facile de montrer que,
pour tout v = (vy,v2) € (L*(2))*(= M), il existe un 7 = (11, 7) € (H(div; Q2))*(= X) avec

S T11 Y — 0
1 0 b 2 T22 b
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et ou 7, Ty satisfont

ot ¢ di 072
—— =y et divry = —=
8331 ! 2 8332

En effet, introduisons vy (resp. v2) 'extension par zéro de vy (resp. v3) a l'extérieur du domaine
Q. Nous définissons ensuite 711 (resp. 792) comme une primitive de 7 (resp. vs)

divr = = 9.

r1 r1
T1(x1, 22) =/ v1(s,z2)ds, Toa(x1,22) =/ vy (1, 5)ds.
0 0

Il est alors clair, que 7 = (71, 72) satisfont les propriétés (i), (ii) et (iii) du Lemme 1.2.6.

|
Preuve du Lemme 1.2.4. Soit v, un élément quelconque de M},. Le Lemme 1.2.6, entraine
qu’on peut construire un 7 € X tel que

(al) 7" est diagonal = as(r") =0,
(1.90) (a2) divr" = vy,

(a3) Im"x < Cillonlln.

Soit ITj I'opérateur d’interpolation habituel dans I’espace des éléments finis de Raviart-Thomas
p°). On sait alors que satistait (cf.
X3%). O it al IT7 satisfait (cf. [19

(bl) (le(T - HZT)awh) =0, V(Ta wh) € é X %7
(1.91)
(02) |TI7]lx < Coll7|lx, V7 € X.

De plus, la structure particuliére des maillages réguliers que nous considérons, entraine que
(1.92) Pour tout 7 diagonal = IIj 7 est également diagonal.

Posons ensuite 71 = Ti’s = II;7" et vérifions qu'il satisfait les proprietés (i), (ii) et (i) du
Lemme 1.2.4. En effet,

(i) est une conséquence de (1.90)-(a2) et (1.91)-(b1).
(ii) est une conséquence de (1.90)-(al) et (1.92).

(iii) est une conséquence de (1.90)-(a3) et (1.91)-(b2). [ ]

La technique de macro-éléments Pour prouver la deuxiéme partie de la condition inf-sup
(le Lemme 1.2.5) nous allons utiliser la technique de macro-éléments (cf. [47]). Cette technique
nous permettra d’obtenir une estimation globale par le biais des estimations locales adéquates
obtenues sur des macro-éléments. Nous commencons par l'introduction de quelques notations.

Soit M le macro-élément de référence défini comme 'union des quatre carrés unitaires disjoints.

M = K; ou Kj, j =1,...,4 sont des carrés unitaires ,

J:
K; =Tj(K), K =[0,1] et T} est une translation, Tj(Z) =7 + t;, t; € {—1,0}?

geuey
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Chaque macro-élément courant M, sera associé & un sommet S, du maillage 7, et défini par

M= |J Kj§avec K§ = F.(K;) = F. o Tj(K),
j=1,...,4

ou F, est une transformation affine:

Nous avons bien évidement

oc |J M,
e=1,...,N2
et la propriété du recouvrement fini
(1.93) Chaque élément K € 7}, est contenu dans 4 macro-éléments au plus .

Nous noterons par My, la partition de {2 en macro-éléments.
Sur le macro-élément de référence on définit les espaces locaux associés a X, et M,

= {7 € (Ho(div,M))* / VK € M,7| € Q},,},

[[><t>

—

M = {i € (L¥(M))? /| VK € M, il € Q}}.

)

ou Hy(div, ]/\4\) est défini par
Ho(div, M) = {7 € H(div; M) / 7 -n|,z = 0}.
L’analogue de la décomposition orthogonale globale (1.84), (1.85), s’écrit sous la forme suivante

‘oX', X'={7eX /VKeM,7|;cRTE},

[t
[[><>

" est le complément orthogonal de i * dans i pour le produit scalaire dans (L2(M))%,

[[><t>

ot on rappelle que i " verifie la propriété fondamentale (cf. (1.86))
(1.94) VKeM,VieQ} Vi'eX', (divi’, @)z =0.

Nous introduisons ensuite I’espace local correspondant a Ly,

B

L =as (

En utilisant les mémes arguments que dans la démonstration du Lemme 1.2.5, on peut carac-
tériser L par

L ={fe I’ (M) /YK e Mz € Q1 et 7 satisfait (i), (i4), (i)}
(i) 7 satisfait la condition de continuité (1.74) en chaque sommet intérieur de M.

(ii) 7 est continu sur oM.

(iii) 7 = 0 aux quatre sommets de M.
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La différence entre cette caractérisation et celle de Ly, vient des conditions supplémentaires
imposées au bord du macro-élément de référence OM. Notons que la dimension de L est
NL = 4(k? + 4k + 3) — 9. Dans ce qui suit, nous noterons {fi;,1 <4 < NL} les fonctions de
base dans L associées aux degrés de liberté suivants:

— la valeur de la fonction en chaque sommet appartenant au bord du macro-élément (&
Pexception des sommets de M), (il y en a 8(k + 1) — 4),

— la valeur de la fonction en chaque noeud situé a 'intérieur d’un élément de M (il y en
a 4k?),

— les deux valeurs de la fonction en chaque noeud situé sur une aréte intérieur, (il y en a

8k),

— en chaque sommet intérieur, les trois quantités suivantes (q1 + g2+ g3+ q4)/4, (g1 — g2 —

g3+ q4)/4, (g1 +q2 — g3 — qa) /4, avec (q1, g2, g3, 1) illustrés dans la Figure (1.8) (il y en
a 3).

Nous définissons ensuite les espaces X o M, et Le sur un macro-élément quelconque
|2

M,={w.=woF, ', @eM}

X ={re=7ToF ', 7€

—e

[[><t>

Le:{ne:ﬁoFB_l 5 ﬁei}

L’espace X . admet la décomposition orthogonale suivante,

X =X°+X', X={r€X [VEK:CM,7|x, €RI}}={7oF, ', 7eX’}
X" est le complément orthogonal de i Z dans i , pour le produit scalaire dans (LQ(]\/fe))‘L.
Par (1.94), nous avons
VK, €M, Vw.€Q;, Vr, €X', (divi],we)k, = 0.
Nous rappelons que les propriétés de I'espace RT} entrainent que:

L’opérateur divergence est surjectif de X Z dans M.

Soit maintenant, u¢ = fi; o F, 1, alors {u%,1 <4 < NL} est une base de L. Dans ce qui suit,
nous utiliserons la définition suivante

Definition 1.2.1 Soit u, une fonction définie dans le macro-élément M,, u, désignera la
restriction dans Q de Uextension de u. par zéro o 'extérieur de M.

Par construction les espaces X o M, et L. satisfont les propriétés suivantes
(Teaw67778) € ée X Me X Le = (,7:67/&767;76) € é X % X Lh7

(TsaTg)eézxéz (e, e)GXh XXh.
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Pour éviter 'utilisation de notations lourdes, nous noterons par |.| x la norme dans (H(div))?

pour les espaces X, i et X . La méme convention sera utilisée sur les normes |[.{|az, [|.[[z et ||z

Le lemme suivant démontre une propriété importante de ’espace Lj,.

Lemme 1.2.7 Tout ny, € Ly peut étre réécrit sous la forme suivante

(1-95) Nh = Zﬁea Ne € L.
e

ot chaque ne satisfait (C étant une constante indépendante de h et de n.):

(1.96) 1mellz < C llmnlas. Iz

ce qui implique

(1.97) D lnellz < € lmllz
ecé

Démonstration. (i) Nous démontrons d’abord (1.95). En exprimant 7, € L; dans la base

(1.82), nous avons
NLy

M= nj -
=1

Une conséquence de la partition My, est que, pour chaque g, il existe au moins un macro-
élément M, (qu’on note e = E(j)) et une fonction de base pf (i = I(e,j)) de L. telle que

qj = I -
Par commodité, on notera ¢; = n;. Donc, tout 7, dans Lj;, peut étre écrit comme

NL,,
mh=Y_C - @5, on e=E(j), i=1I(e,j)
j=1

En introduisant les indices Z¢ = {I(e,j), Vj tel que E(j) = e}, la derniére relation s’écrit

nh:ZZCf /7';?7

e €Tt
ce qui entraine (1.95), si on pose

(1.98) me =3¢t

ieTe

(il) L’inégalité (1.96) est une conséquence du fait que (cf. (1.98)) 7, est défini seulement en
fonction des degrés de liberté de n;, appartenant au macro-élément M, (le nombre de ces de-
grés de liberté étant borné indépendemment de h).

(iii) Pour prouver (1.97), on utilise la propriété de recouvrement fini (1.93)

Yol =D D kel <4 D lnnlwlly = 4lmallz-

ecE ec€ j=1,4 KeT,
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Preuve du Lemme 1.2.5. La démonstration repose sur les résultats locaux suivants:

(Viel, =7 +7cX=X +X tel que
. (¢)  (div 7,w)z =0, Vi € M, VK € M,
(F1) R
(i1) as(f) =1, Vi€ L,
L (@) 177l + 177 < C il

Lemme 1.2.8 Supposons que (ﬁ) est satisfait, alors le Lemme 1.2.5 est vrai.

Démonstration. Selon le Lemme 1.2.7, on sait que 7, € Lj peut étre écrit comme suit

Nh = Zﬁe: Ne € Le.
e

Les relations locales (i) et (ii) entrainent que, pour chaque 7, il existe un 7, € X Me (pour

ne = Mo F,; ! on choisit 7. = 7o F, !, ou 7 satisfait les propriétés (E)), tel que, (soit
K. =Fe (K))7

(@) Ywe (=@woF,")yeM, (divre,we)k, =h (div+,d); =0,

(b) as(re) =me (as(Te) = 7e)-

Soit maintenant 7, = 7, + 7, comme Popérateur divergence est surjectif de X * dans M,
peut choisir w, = div 77 dans (a), ce qui implique divr® = 0. En utilisant (iii), on 0bt1ent

() Nellx +Ilg =l +lelp =h (7 |g + 17" |m) <chllillc < Clnellz.
Définissons 7',3 par

T = g Te-
e

On remarque tout d’abord que les relations (a) et (b) entrainent

(div 72, wp) = Z(div Te, Wh) = Z(dlv Te, Wh|vn )k, =0, Ywy, € My,
Ke e

) =S as(®) = 3 = m.

2 2 ~ 2 ~
D’autre part, onarh—Th +Thr,(7'hs,’7'h )EXh x X", avec Th 27'65 et Th’T:ZTg.

D’om, par (c) et (1.97) on obtient

, 2,7
llx + 17" < Z(II Slx + 17 0m) < C D imellz < C il
e

2
(éiz) |7y,
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Pour conclure il nous reste a prouver que les propriétés (E) sont effectivement satisfaites.
Nous introduisons ici 'opérateur rot défini par
dp Oy 22
(L7)7,

H! tp= (-t 7
@ € H — rot ¢ (8332,8931)6

qui satisfait
div (rot ¢) = 0.

L’idée est de chercher a construire 7 (7 = 7° 4+ 77) dans un sous espace N' = N* d N de
X (N* C és et N7 C ér) pour lequel la propriété (i) du Lemme 1.2.8 est automatiquement
satisfaite. Plus précisément, on cherche 7 sous la forme suivante

N

oit ® est un application linéaire de L dans N. Comme I’espace L est de dimension finie la
propriété (iii) sera alors automatiquement satisfaite. Il faudra donc déterminer ® de fagon a
satisfaire la propriété (ii).

Construisons d’abord espace N' = N*®NT. Nous rappelons que la propriété (i) sera satisfaite
pour tout 7 = 7+ 7" si et seulement si div7® = 0. De plus, la propriété (ii) est indépendante
de 711 et T99. Ce qui justifie le choix suivant pour % et N

<

NS = {% = (71,72) = (rot 1,10t ©3), V (p1,¢92) €V x 17},

avec V = {(p EH&(M\) [ ¢li € Qrtr, VK € M\},

NT = {?’" € X" / 77 est de la forme < 0 v >
= Po1 0

Remarquons que ¢ € V — 1ot © est injectif, et donc on obtient
Dim N = N, = 2Dim V = 8k% + 8k + 2.
De plus, il est facile de calculer la dimension de N (en utilisant la caractérisation de X")
Dim N" =N, =8k +4
Ainsi, le nombre de degrés de liberté définissant 7 est donné par
N; = N, + N, = 8k? + 16k + 6.

D’autre part, (ii) est tout simplement un systéme linéaire de N, équations, que 7 doit satis-
faire. Un simple calcul montre

N,y = Dim I = 4k? + 16k + 7.

Remarquons que Ny < Ny si et seulement si k& > 1.

45



En pratique, on écrit le systéme linéaire (ii), en exprimant 7 dans la base {77,1 <[ < N,},
{#7,1 <m < N,} de N* X N7 et 1) dans la base {7y, 1 < ¢ < Ngq} de L. On écrit dans ce cas,

N N, Neg
A § : S8 § : AT A § : ~
T = Ty + T Tms n= bqnq
=1 m=1 q=1

Introduisons # le vecteur de IR/ dont les N, premiéres composantes sont les xj tandis que
les N, autres sont les zj, ainsi que b le vecteur de IRMes de composantes bg, alors (ii) se réécrit

(1.99) Ai=bh

oit A est une matrice N 7 X Neg qui peut se calculer explicitement dans la base formée des
{77} {7} et {wg}.

Supposons que nous soyons capable de montrer que A est de rang plein, c’est a dire qu’elle
est surjective. Alors, nous savons que (1.99) a au moins une solution %, non nécessairement
unique, lorsque Ny > N,q. Nous pouvons par exemple choisir la solution de norme minimale
dans IRMf a I’aide du pseudo inverse de A

&= A" (AA)"'h

On définit alors Papplication & par

7 =) <= &= A* (AA*)"").

Les cas k = 1 et k = 2. Il reste a vérifier que A est surjective. Il semble difficile de donner
une preuve générale et abstraite pour tout k (en tous cas, on n'y est pas arrivé). Toutefois,
une démonstration spécifique peut étre construite & ’aide d’un programme informatique pour
les valeurs petites de k. En fait, pour £ = 1,2, nous avons formé A et calculé son rang a 'aide
de MAPLE. Les résultats sont les suivants:

— Pour k=1, n =2, A est (27 x 30) et rang(A) = 27 (E est vrai).
— Pour k=2, n=2, A est (57 x 70) et rang(A) = 57 (7—"; est vrai).
Selon le Lemme 1.2.8, nous avons ainsi obtenu le résultat suivant:
Lemme 1.2.9 Le Lemme 1.2.5 et l'hypothése (H2) sont satisfaites pour k =1 et k = 2.

Le cas k = 0 . Dans ce cas le nombre d’équations (= 7) est plus grand que le nombre de
degrés de liberté (= 6). (En d’autres termes la matrice A est 7 x 6 et son rang est égal a
6). Nous devons donc modifier la preuve pour les éléments de plus bas degré. Soit L* le sous
espace de L (de dimension 6), qui est 'image de N par lapplication linéaire as. On doit dans

ce cas remplacer la propriété (Py) par

S

(Vi€ L, =7 +7"¢€

[|><t>
[I><t>

-I-ir tel que
. () (div#,4d), =0, Vi€ M, VK € M,

(i) as(?) =

L @) (175 lx + |77 e < O |l
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Il n'est pas difficile de caractériser L*. On trouve (on omet les calculs)

4 4
Lr=nel, /> ) il (Si) =0
j=1i=1

Cet espace est généré par les 6 fonctions de bases {7, id} U {7i$, i§, 1§, 7i§ }, ot les fonctions
ﬁ?,i = 1,2 sont discontinues et représenté sur la Figure 1.11. Les 4 fonctions if,7 = 1,4

~d ~d
241 Ha

FiG. 1.11: Les fonctions de base ﬁf et ug.

sont continues et représentées sur la Figure 1.12-& gauche. Nous complétons ’espace L en

— ~ — — —~
H1 Ha M3 My K
-1 -1 -1]-1 A1f-1
1 -1 -1 2 -1 1 1 11
1 -1 12 -1 1 1 1|1
1)1 1] -1 -1-1

FiG. 1.12: Les fonctions de base [if, j = 1,..,4 (a gauche) et i (a droite).

ajoutant les fonctions continues usuelles de @)1, soient les 1z associées au centre de chaque
macro-élément, voir Fig. 1.12-4 droite. Sur les figures 1.11 et 1.12 nous avons representé les
fonctions jif,i = 1,2, jif,i = 1,4 et [ en indiquant pour chaque élément les 4 valeurs de la
fonction & ses sommets (par convention, cette valeur est omise si elle est égale & 0).

A partir de L* nous définissons pour chaque macro-élément

Ly ={ne :ﬁoFeil , € L*}.
et nous introduisons ’espace

LZ = {7711 = Zﬁeane € L;}
(&

A T'aide des mémes arguments que ceux utilisés précédemment pour montrer les lemmes 1.2.7
et 1.2.8, nous obtenons le résultat suivant: pour tout 7, € Lj il existe un T,f € X}, tel que

(1) (div T}%,wh) =0, Vwy € My,
(i6)  (as(r),mn) = Collmll} .
(iid) N7 °llx + |7 | < Csllmmllrs
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avec Cy, ('3 des constantes positives indépendantes de h. Ceci n’est rien d’autre que le Lemme
1.2.5 a condition de montrer que Ly = L. Puisque

Lh = {nh =Z';7V87778 eLea}
e

il reste a démontrer que chaque 7, est dans L. Comme chaque 7, € L, peut étre écrit comme
e =Nf + Qepe avec 15 € L} et po = fio F;!

il suffit de montrer que f, € Ly. Comme nous le verrons, ceci est vrai grace au recouvrement
entre les macro-éléments. Pour la démonstration on considére le maillage 7, comme un sous-
ensemble d'un maillage infini et uniforme de IR? et on identifie l'indice e au couple (4,7), le
point S, désignant le sommet de coordonnées (ih,jh). Dans ce qui suit, nous travaillerons
avec les fonctions de L} associées a ce maillage infini. Nous les représenterons sur les figures
par leur quatre valeurs en chaque sommet. Soit S, I'un des sommet de 7j, nous noterons
(uh)e = pf o F71 pour k = 1,2 et (uf)® = u§ o F,! pour k = 1,4. Soit t; = (1,0) et

(SIS

]

e T

FiG. 1.13: Les fonctions (ji§)° @ gauche et 5} a droite.
ts = (0, 1), nous représentons sur les Figures 1.13 les fonctions:
M= )+ G — G + ) — (e
+() ) — (i) ) (i) e 0R) — (g ) (o)

Par induction, il est clair que la restriction a €2 des fonctions de L7

M
)+ (R = (e + () k) — (g (ehe)
k=1
()R — (i) (0 (i) (KD — (i) (e=2K))

coincide pour M assez grand avec la fonction 2. |
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1.3 Estimations d’erreur pour le probléme d’évolution

Nous allons montrer comment obtenir des estimations d’erreur pour le probléme d’évolution
(1.17), (1.13), (1.14) & partir de la théorie abstraite développée dans la section 1.2.4. Considé-
rons la formulation variationnelle associée au probleme de I¢lastodynamique dans X x M X L,

;

Trouver (o,v,7) : [0,T] — X x M x L tels que
(1.100) Salo(),m) + Ho)@5T) =0, VreX,
| el — Bwmot) = (fw), (wm) € M,

avec les conditions initiales (1.13). Soient Xj,, X,*¥™, M, les espaces définis par (1.31), Ly,
défini par (1.70) et considérons le probléme discret suivant

4

Trouver (op,vp,vn) : [0,T] — X x My, x Ly, tels que
d ~
(1.101) 4R (), )+ blon(t), y(t);mh) =0, Vi € Xn,
d ~
\ Ec(vh(t)awh) = blwp, s on(t)) = (f,wn), Y(wp,mn) € My X Ly,

avec les conditions initiales
O'h(t = U) = Oh,0, ’Uh(t = U) = Uh,0-
Selon la théorie classique des EDO, nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 1.3.1 Soit f € C°(0,T; My,), alors le probléeme (1.101) admet une solution unique
(Uhavh77h) dans CI(O,T;ﬂ) X CI(U,T;%) X CO(OaT; Lh)

Notre objectif est ici d’étudier I’erreur entre la solution du probléme continu (1.100) et celle
du probléme discret (1.101).

Remarque 1.3.1 Comme nous [’avons déja remarqué, en pratique, on résout numériquement
le probléeme (1.25) avec la symétrie forte (équivalent au probléme (1.101)). Malgré le fait que
les nouveaur éléments finis miztes ont été construit afin de permettre la condensation de masse,
nous considérons ici le probléme discret sans condensation de masse.

1.3.1 L’erreur de projection elliptique

En suivant la technique décrite dans [21, 26] nous définissons la projection elliptique suivante

Trouver Iy, (0, v,7) = (Gh, Vh,Yn) € X X My, x Ly, tels que

(1102) a(a - 6-\haTh)-l_ g(v - i)\hafy - :)’\h, Th) =0, VT, € &7
b(wh, np; o — 1) =0, VY(wn,np) € My X Ly,
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avec (o,v,7) € X x M x L. Nous introduisons ensuite les notations

c™r=C™0, T; H)nC"(0,T; X),

llo =anlll = llo =47l x + 104" |m,

(o, v,7) =T, v, M = [lle = Falll + llv = Vhllac + Iy = Anll -
On peut alors prouver le théoréme suivant

Lemme 1.3.1 Soit (o,v,7)(t) la solution du probléme (1.100). De plus, on suppose (o,v,v)(t) €
CH0 % C10,T; M) x C°0,T; L), on obtient alors

(1) Pour tout t dans [0,T], le probléeme (1.102) admet une solution unique
Mp (o, v,7)(t) = (63" + 0" Vh, Vn) (£) € Xp X My X L.
De plus, nous avons les estimations d’erreur suivantes

(e, 0,7) = a(e, 0, 7)] (| < C Enla, Gio,v,7)(1),

avec

En(a, 0o, v,7)(t) = { inf |lo(t) — mllx + inf |lo(t) —wpllp + inf [|yv() —mallg
=  wpeMp €L

TieXy"
y(t) - n(h)HL} :

ce qui montre en particulier que |||o — apl||, ||[v — Onllam et ||y — Anllz tendent vers zéro
uniformément en temps (t € [0,T]).

+ inf |A(O0)(t) — 2|, + inf
B A@O)0) sl -t

(i) De méme, si (o,v,7)(t) € CF1F x CF+1(0,T; M) x C¥(0,T; L), on a
H [(8,{“0, (9,{“1},8,{“7) — 10 (8,{“0, 85@,857)] (t)H <Cé&, (8,{“0, o, 851),8?7) (1),

kg

otk

Démonstration. La démonstration est une application directe du Théoréme 1.2.2. 11 suffit
de remarquer qu’on peut réécrire le probléme (1.100) sous la forme suivante

avec Ofg =

a(o(t), )+ Z(v(t),y(t);r) =a(o(t), ) — %a(a(t),r), Vre X,
(1.103)

~ d
b(wanag(t)) = _(faw) + EC(
Le probléme (1.102) est alors une approximation de (1.103), car on peut I’écrire comme suit:

(1.104)

v(t),w), Y(w,n) €M x L.

Trouver I1j, (0, v,v)(t) = (Oh, Vn, Vn)(t) € X x My, x Ly, tels que
~ ~o d
a(Cny )+ bW AR ) = alo(t),mh) — Ea(a(t)ﬂ'h)a V7 € X,
_ ~ d
| b(wh, M3 0n) = — (f,wn) + EC(U(t),wh), Y(wn,nn) € My X Ly,.
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Pour appliquer le Théoréme 1.2.2; ou plus précisément sa généralisation (voir Remarque 1.2.6),
il suffit de vérifier que le terme

a(o(t), ) — %a(a(t), ),

peut se réécrire comme un produit scalaire dans H. En effet, nous avons

alo(t),m) = (Alo(t) ~ Ao (6)), 7).

On obtient I'expression de &, en remplagant g par A(o(t) — dyo(t)) dans (1.68) (Rem. 1.2.6).
De méme, si la solution (o,v,7) est suffisamment réguliére en temps, on peut dériver les
problémes (1.103) et (1.104) par rapport & ¢ et appliquer le Théoréme 1.2.2 pour obtenir (ii).

|

a(o(t), ) —

1.3.2 Obtention des estimations d’erreur pour le probléme d’évolution a
partir des estimations d’erreur pour le probléme elliptique

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.2 Soit (o,v,7) la solution du probleme (1.100) et (op,vp,yn) celle du probleme
(1.101) avec les conditions initiales

(1.105) (Uo,h,vo,h) =Ix(00 , vo).

Si (o,v,7) € C*2 x C3(0,T; M) x C*(0,T;L) et (op,vh,yn) € C*(0,T; Xp) x C*(0,T; M), x

CY(0,T; Ly,)), nous avons les résultats de convergence suivants Vt € [0,T],

(e =af)(D)llx =05 [op@)|z — 05 [[(v—oa)®)llae =05 Iy =Bz — 0.
Plus précisément on obtient les estimations d’erreur

(o = o) )llx + lop()|z < C{Enlo,00,0,7)(t) + En(O0, 80, 8o, y)(t)

t
+ / (gh(o-a atO', v, ’Y)(S) + Eh(atga 8t20-7 at’U, aﬂ)(s)
0
+En(0}0, 0} 0,07 v, 07)(s)) ds},

(v = on)(®), (v = ) llazxr < C{En(o,0ua,0,7)(t) + En(Oro, 0 0, Oyv, D) (t)

t
+/ (En(840, 0} o, Oyv, Oy)(s)
0
+&, (00,030,070, 02v)(s ) ds}
De plus si on suppose que la solution (o,

o,
OO0, T (HF1 (div, ©))?) xCH(0, T3 (HF1(
sultats d’interpolation habituels cf. [43])

(1.106) 1o = o) (®)llx + 1(0h) (B m + 1((v = on)(®), (v =) D) Iarxr < C(E)RE,

,7y) est suffisamment réguliere, c.a.d (o,v,7y) €
N?) xC%(0,T; H**1(Q) on obtient (via les ré-
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avec
Cit)y= 0O (||U||03(o,t;(Hk+1(diu,Q))2) + A0 || 20,45+ +1 )1y + 10l 30,4504 +1())2)

+||7||03(o,t;Hk+1(Q))> :
Pour démontrer ce théoréme nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 1.3.2 Soit (o,v,7) la solution de (1.100) et (op,vp,vn) celle du probléme approché
(1.101) avec les conditions initiales (1.105). Soit ensuite Il (o,v,y) = (6,° + 74, Vn, 1) la
projection elliptique définie par (1.102). On pose e, = 0 — O, Op =V — V.

e Si(o,v,7) € CP' xC?*(0,T; M) x C'(0,T; L), alors il existe une constante Cy, indépendante
de h telle que Yt € [0, T

1@y = o) O]z + 1@ — i) D)z + [ (Wh — on) (D) <

(1.107) o /Ot (|atgh|£(s) +len(s)m + ||at5h(8)“M> ds.

e De plus si (o,v,7) € C** x C*(0,T; M) x C*(0,T;L) et (op,vp,7) € C*0,T;Xp) x
C%(0,T; Mh x CY(0,T; Ly,)), alors il existe des constantes Co,Cs, indépendantes de h telles
que YVt € [0,T]

(1.108)
(@) (@n = on) (&), G — ) E)exz = Gk =)Dz + | @h — va) ()]l

e {|atah<t>|g +len®l+ [ " (108en(5)iz + 1onen ()i + 1028w () ds} ,
t
@) 1@ =i Blx < oa{uatéh(t)uw JRCECr
Hoen ()l + len(s)] 1z + 1078 laz + 1946 (5) s ) ds

Démonstration. La preuve de ce lemme est analogue a celle du Lemme 1.3.2 dans [50]. Plus
précisément, 'estimation (1.107) est obtenue par des techniques d’énergie, en définissant

Ep = < (a(0y — op,0n — on) + (U, — vp, U — vp)) -

DN |

Pour I'estimation (1.108)-(ii) on utilise la condition inf-sup écrite sous la forme équivalente

1 b ;
- sup (wha Mhs Th)
C

V1, € Xp,dc telle que : ,
— (wh,nh)E%XLh ||(wh7nh)||MXL

|Th|X/Ker By, <

avec
mnlx = lImllx + |7z

La seule différence concerne la démonstration de (1.108)-(i) et elle vient du fait que 7, et v
ne jouent pas le méme role dans le probléeme (1.101). En fait, le terme (3, —7,) n’apparait pas
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dans I’énergie, car I'inconnue -, contribue seulement dans les termes statiques. Nous montrons
ici seulement l'estimation (1.108)-(i). Pour ce faire nous allons utiliser la condition inf-sup

1 b(wh, Mn; Th
V(wp,np) € My, % Ly, 3c telle que  ||(wp, mp)||mxr < — sup —(S U r) .
My  me®, Trillx + 17l

pour wp =V — Vp €t Ny =Y — Yh

N N 1 b(Oh — vy An — V03 Th
(1.109) | (@h — vhsVh — W)l < = sup ( - i ,7 )
cmex,  Imllx + 7l

Prenons la différence entre la premiére équation du probléeme (1.101) et (1.104), on obtient

b(Vh — Vs Yn = V3 Th) = —a(O¢(0 — Tn),h) + a0 — Gh, ) — a(0y(Th — 0n),Th), VT € Xp.

En reportant ceci dans (1.109) et en utilisant la continuité de la forme bilinéaire a(-,-), on a

(1.110)

1@~ o) ®: G~ 3D laexz < 12 (19Ol +Hen®lg + 10~ o)D)

Jusqu’a maintenant, nous avons seulement utilisé la régularité C? de la solution. Pour majorer
le terme |04(G, — op)|m, nous aurions besoin de C3. En effet, I'idée est d’appliquer (1.107)
(remplacer oy, par Oyop, 0 par 0,0y, et ainsi suite...). Plus précisément, nous avons

t
() @ -l < [ (19 + el + 108 ) ds.
H 0 H H
Finalement, en combinant (1.110), (1.111) on obtient

1((0n = vn)(#), (G = 1) (@)l < Co {Iateh(t)lg

t
+len iz [ (108en(6)iz + 100 (6) i + 1988 (5) ) ds}-

|
Preuve du Théoréme 1.3.2. La preuve repose sur les résultats des lemmes 1.3.1 et 1.3.2.

e Estimations d’erreur sur ||o — o7 || x (t) + |0}, |z (t) : Nous avons
(e —on)llx +lonle = (o =5+ — op)(®)llx + |(oh, — 3, +77) (D) z

< o =a)@)llx + 103 0)|m + (75 — o) ()l x

.

-~

selon le Lemme 1.3.1-(i) par (1.108)-(ii)

+1@h = o3)()|e -
—_——
par (1.107)

Pour estimer le premier terme on utilise la relation (i) du Lemme 1.3.1, ce qui entraine

(e =) ®)lx +103) D)z < Enlo, B, v,7)(2).
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Nous allons utiliser (1.108)-(ii) pour estimer le deuxiéme terme, ceci nécessite une estimation
sur
|Orenlm, 107 enlm, 10:6nllar et 1107 6par.

Pour cela, on réécrit la relation (ii) du Lemme 1.3.1 pour k =1 et 2, on obtient alors
|Oen () + 106n(s)Inr - < En(Beo, o, D, D) (s),

(1.112)
0 en(s)lm + 107 6n() e < En(OF 0,0}, v, 07 7)(s)-

Finalement pour le troisiéme terme on utilise (1.107). Dans ce cas les termes |Owep |fr, 1|0:0n || ar
apparaissent et pour les estimer on utilise la relation (1.112). -

e Estimations d’erreur sur |[(v — vp,y — )|l mx 1 (t) : Comme précédemment nous avons
1((v = on)(#), (v = ) lazxr = (v = U + 0k = vp) ()l a2 + 10y =T +Fn =) @)

< l(o = on)®)llar + 10y =)Dz + [(0h = vn) () llar + [|(Vn = ) #)| -

selon le Lemme 1.3.1-(i) par 1.108-(i)

Le premier terme est encore une fois estimé par la relation (i) du Lemme 1.3.1. Pour le
deuxiéme on utilise (1.108)-(i), dans ce cas les termes |0sep|m, |02enlm, |0:6nllae et |026n]|ar
interviennent. Finalement les estimations (1.106) sont obtenues par les résultats d’interpolation
des espaces X%, My, Ly, (cf. [43], Remarque 1.2.5 et Lemme 1.2.3). [ |
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Chapitre 2

Etude de dispersion cas élastique

Nous allons étudier dans ce chapitre les propriétés d’approximation des nouveaux éléments
finis mixtes en termes d’une analyse de dispersion numérique sur des maillages réguliers, en
milieu homogeéne. Cette analyse nous permettra de comparer notre méthode avec des méthodes
numériques déja existantes.

Introduction

Les analyses de type éléments finis telles que celles que nous avons menées au chapitre précé-
dent ont I’avantage d’étre générales. Elles sont en particulier valables dans le cas des coefficients
variables et complétes dans le sens ot elles permettent d’estimer, dans des normes précises,
toute solution d’énergie finie, qui est satisfaisant pour le mathématicien. Ce type d’analyse a
toutefois le désavantage de ne pas apporter d’information quantitative, les constantes interve-
nant dans les estimations d’erreur étant mal connues. Ceci est frustrant pour l'ingénieur qui
aimerait avoir un guide pour choisir les parameétres de discrétisation.

Les études de dispersion ont pour but de remplir partiellement cette fonction. Elles ont été
introduites notamment pour analyser les schémas aux différences finies utilisés pour ’approxi-
mation des phénomeénes d’ondes linéaires. Ces méthodes sont directement liées a ’analyse de
Fourier des schémas aux différences finies: elles exploitent explicitement la nature réguliére
et uniforme de la grille de discrétisation. Elles sont limitées aux équations dans tout 1’espace
en milieu homogéne et ne s’intéressent qu’a un type particulier de solution: les ondes planes
harmoniques. L’utilisation de la transformation de Fourier permet de justifier cette approche,
toute solution d’énergie finie pouvant s’écrire comme la superposition d’ondes planes. Par
ailleurs ces études permettent d’obtenir des estimations d’erreur dans le cas des équations en
milieu homogene infini (cf. [49]) (par une approche trés différente de celle du chapitre 1).

Pour les schémas semi-discretisés en espace ou encore quand on considére des schémas centrés
et réversibles en temps, l'effet principal de la discrétisation sur la propagation des ondes planes
est une modification de leur vitesse de phase qui se met & dépendre de la longueur d’onde:
il s’agit du phénoméne de la dispersion numérique. On s’intéresse alors au rapport entre la
vitesse exacte et la vitesse numeérique qui est une fonction qui dépend d’une part du rapport
entre la longueur d’onde et le pas de discrétisation h (c’est la dispersion numérique), d’autre
part de la direction de propagation de 'onde (c’est ’anisotropie numérique). Les courbes de
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dispersion nous permettent alors de quantifier I’erreur commise sur la vitesse de phase et
de calibrer le pas de discrétisation en fonction d’une erreur ¢ fixée et de la longueur d’onde
(en pratique la longueur d’onde minimale pour le probléme considéré). On peut ainsi égale-
ment comparer des schémas de méme précision ce qu’une analyse éléments finis ne permet pas.

Il faudrait aussi parler, mais cela est plus marginal, de I'erreur de polarisation, spécifique au
cas de systémes comme celui de I'élastodynamique. Nous nous bornerons a l’étudier pour le
cas des schémas d’ordre 2 en 2D (voir section 2.1.4).

Comme par essence notre méthode d’éléments finis mixtes est associée & des maillages régu-
liers uniformes, il est possible de réinterpréter les schémas résultants en termes de différences
finies. On peut alors éliminer les inconnues associées au tenseur de contraintes et obtenir un
schéma du second ordre relatif au champ des déplacements.

Raisonnons tout d’abord dans le cas bidimensionnel. A I'ordre Q; — Qp, on obtient un schéma
a 9 points du méme type que ceux obtenus avec une méthode des différences finies standard
ou avec une méthode d’éléments finis Q1 en déplacement [7]. Les analyses de dispersion de ces
deux schémas sont bien connues. Nous allons comparer ici notre schéma Q1 — Qg & chacun de
ces deux schémas. Bien entendu, I'anisotropie (numérique) entraine que la dispersion dépend
de la direction de propagation. Donc, la comparaison la plus pertinente consiste a comparer les
différents schémas dans la direction de dispersion maximale (qui dépend a priori du schéma).
Pour les ordres plus élevés l'interprétation en termes des différences finies est un peu plus dé-
licate : tous les noeuds du maillage ne jouent plus le méme role. Plus précisément on distingue
4 types des noeuds pour le schéma Q2 — Q1 et 9 types des noeuds pour le schéma Q3 — Q.
Ainsi les schémas numériques se comportent comme un systéme du second ordre dont la di-
mension est supérieure a celle du probléme continu (qui est de dimension 2 en 'occurrence).
Cette dimension est 8 (4 types de noeuds x 2 composantes du déplacement) pour le schéma
Q2 — Q1 et 18 (9 types de noeuds x 2 composantes du déplacement) pour le schéma Q3 — Qs.
L’analyse de Fourier montre alors que des modes numériques purement parasites sont générés
par la discrétisation: 6 pour le schéma Qs — @1 et 16 pour le schéma Q3 — Q2. L’analyse de
dispersion, plus complexe que dans le cas du schéma Q1 — Qp, doit étre concentrée sur les 2
modes non parasites qui constituent effectivement des approximations des modes continues.

Par cette approche, nous montrerons des phénomeénes de “super-convergence en dispersion” en
établissant que lerreur de dispersion est en O(h?) pour le schéma Q1 — Qq, en O(h*) pour le
schéma Q2 — Q1 et en O(hS) pour le schéma Q3 — Qs, ce qui renforce a priori I'utilisation des
méthodes d’ordre élevé.

Signalons que, bien que I’extension en milieu anisotrope soit conceptuellement sans difficulté,
nous nous restreindrons pour des raisons de simplicité au cas des milieux isotropes. Pour
ces milieux, en 3D, on distingue alors 3 types de modes: une onde P et deux ondes S mais
seulement deux vitesses V), et Vj, les deux modes de type S étant en fait un mode double.
Le phénomeéne nouveau par rapport au 2D - outre la complexification des calculs - est que la
discrétisation casse cette structure. En effet, au niveau discret on se retrouve avec deux ondes
S distinctes (et donc deux vitesses de propagation numériques) - sauf dans certaines directions
de propagation, a savoir les directions paralléles & I'un des plans des coordonnées.
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Pour des raisons évidentes liées & la complexité grandissante des calculs, et malgré 'aide de
MAPLE, nous limiterons notre étude de dispersion 3D au cas du schéma Q1 — Qo que nous
comparons avec les schémas de différences finies et des éléments finis Q1 en déplacement.

Avant d’entrer dans le détails, insistons ici sur le fait qu’il faut se garder de tirer de conclu-
sions définitives des études qui vont suivre. Pour avoir des informations exploitables, il faudra
également prendre en compte la discrétisation en temps, objet du chapitre suivant.

2.1 Le probléme bidimensionnel en milieu homogéne isotrope

2.1.1 Interprétation des schémas en maillage régulier

Nous allons ici écrire les schémas numériques obtenus lorsque 1’on utilise un maillage
uniforme constitué de carrés de coté h.Tout élément de la discrétisation est de la forme,

[y, 2] x 28, ey = h xR

Nous avons représenté sur la figure 2.1 les d.d.] correspondant aux éléments finis Q11 — Qr,
pour k£ = 0,1 et 2. Sur ce type de maillages, on peut réinterpréter la méthode des éléments finis

@
| | W d.d.lpour V
| [
|| || ® d.d.lpour O
@
Q,Q, Q,;Q, Q:Q,

F1a. 2.1: Les degrés de liberté pour les éléments finis Q1 — Qp, Q2 — Q1 et Q3 — Qo.

QK41 — Q comme un schéma aux différences finies. Ceci nous permettra de mener ’analyse
de dispersion sur les sections suivantes.

Le schéma ()1 — )y et ses concurrents

Dans ce cas, il y a périodicité de deux types de points (cf. figure(2.2)) : les points notés 1
et 2 qui seront respectivement indexés par (4,5) et (i+1/2,5 +1/2). A chaque point de type 1
correspondent 5 degrés de liberté associés au tenseur des contraintes o : ofy (haut), o?; (bas),
o3, (droite), od, (gauche) et o12. Aux points de type 2 correspondent deux degrés de liberté,
associés aux deux composantes de la vitesse: v1 et vs.

Les équations semi-discrétisées en espace qu'on obtient & partir du systéme (1.25), en
milieu homogeéne isotrope, sont les suivantes :

d(v1)iy1 i1 1
—2 = () = )k + )k g = (1)l 40 )
(2.1)

1
+ﬁ ((12)ij+1 — (012)i; + (012)it1,54+1 — (12)it1,5) 5
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*1 (i)
"2 (i+1/2, j+1/2)

FiG. 2.2: Le maillage pour ’élément fini Q1 — Qg -

. d a9
(i+D) %, 2} o (i+1j+1)
b b u o
O O, i-é,j+1 i+i j4_1
. 2 2 2 2
W
h i+i -& h '
‘1 2172 O
iy p [ | [ |
(i) |5d o (i+1)) i- L.l sl L
5, O 2’172 2173

F1G. 2.3: Les d.d.l qui interviennent dans les équations (2.1) et (2.2) a gauche, dans [’équation
(2.3) a droite.

09 % = % ((012)i+1,5 — (012)ij + (012)i41,541 — (F12)ij+1)
+% ((Uz2)§{j+1 - (022)% + (022)f+1,j+1 - (022):?“,].) ,
(2.3) d(aé?i’j - Z_Zj ((")1)i+%,j+% - (’111)”%7]-,% + (’Ul)i,%’H% _ ("’l)i,%,j,%)
+or ((w)u%m% —(v2)i1 jp1 +(v2)ip1 1 — (”2)1'—%,]'_%) ,

et

—(U?l)i,j— fa ¢ b b7 [ By
54 d | (1) c ab b|| B
. dt (052)i,j N b b a c Bs ’

| (032 Lb b ¢ al Ll Byl
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avec

( 1 1
Bi= g (g = @iy ) s Bo = 3 (00 = 00y )
1 1
Ba= 5 (g ey = 00y yg) s Bo= 7 (02 gy = (g y)
. 2‘/;)4 _ (VI')2 _ 2‘/82)2 _ VI')2 _ 2‘/82 . (VI')2 _ 2‘/82)2
\ wp 2 W7

et ou V), et V; désignent les vitesses des ondes de pression et de cisaillement

[A+2
VI-): + ll’, VS:\/E'
0 0

On constate que grace a la condensation de masse, on peut éliminer les inconnues associées
au tenseur des contraintes. En effet, en reportant (2.3) et (2.4) dans (2.1) et (2.2), on obtient
un systéme du deuxiéme ordre en temps qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

03 2|l n ‘/;;27)2,1 + V52D§,2 (VpQ —V{)Dyy U1
2.5 — =
D
at V2 (VpQ - V2D, V}?Di,z + V52D¢23,1 V2
K,
V2 _ 2v2 2 1
avec o = % et f# = 7. Dans (25), v1 et vy désignent les suites (v1); ;1 ;.1 et

(02)i+%,j+%7 et nous avons introduit

Do f(irg) = aDif(i,j — 1) + (1 = 20)D{ f (i, j) + DI f (i j + 1)
avec D? I'opérateur classique centré des différences finies :

fl+1,5) —2f(64) + fi —1,9)
h2

Dif(i,j) =

Nous avons illustré les deux opérateurs Di’l et D% , sur la figure 2.4.

a e ) ° L] [} o
1-20 e ° ° ° . °
a e ° . ° . °
B 1-2p B

Fi1a. 2.4: Les opérateur Di’l (a gauche) et D%,z (a droite).
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Une classe générale de schémas d’ordre 2

Nous remarquons que notre schéma (2.5) entre dans une classe plus générale de schémas
numériques d’ordre 2, dépendants des parameétres a et § (0 < a <1/2, 0 <5 <1/2). En
particulier pour:

e « = =0 on retrouve le schéma des différences finies.
1 3 21 2 .
e a=0= 6 on retrouve le schéma des éléments finis (1.

(Vy —2V¢)?
4V}

1
e o= et f= 1 on retrouve notre schéma.

Remarque 2.1.1 1. 1l est important de remarquer que pour le nouveau schéma le para-
meétre o dépend du coefficient de Poisson v et donc du milieu élastique considéré. C’est
a dire qu’il s’agit d’un schéma qui s’adapte au milieu de propagation.

2. Le systéme (2.5) est une approzimation des équations de ['élastodynamique écrit en dé-

placement :
d? d? d?
el 2 4 V2 _ 2
@2 | v P dz? Vs dz3 (v 5 )dxldxg v1
W o d2 d2 d2
’1)2 2 _ 2 2_ 2_ ’1)2
V=V )dazldxg P dx3 Vs dz?

K
2.1.2 L’lément fini QQ; — Q

Dans ce cas, pour la vitesse v, il y a périodicité de quatre types de points, les points notés
1,2, 3 et 4 (cf. figure 2.5), qui seront respectivement indexés par (p—(,q¢— ), (p+{,q— ),
(p+Cqg+C) et (p—Cq+C) avec ¢ = V/3/6. . Pour le tenseur des contraintes o, il y a

1 2 1 2 1 2 1

4 3 4 3 4 3

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
4 3 4 3 4 3 4

.1 .2 .1 .2 .1 .2
1 2 1 2 1 2 1

4

[ ] .3 .4 03 .4 .3
4 3 4 3 4 3 4

1 2 1 2 1 2

[ ] [ ] [ ) [ ] [ ] [ ]
1 2 1 2 1 2 1

.4 .3 .4 03 .4 .3
4 O3 4 OS 4 O3 4

.1 .2 .1 .2 .1 .2
1 2 1 2 1 2 1

FiG. 2.5: Les maillages en o et v pour [’élément Qo — Q1.

périodicité de quatre types de points: les noeuds (1), les milieux des cotés horizontaux (2) et
verticaux (3) des éléments et les centres des éléments (4) (cf. figure 2.5). Les points notés 1,
2, 3 et 4 seront respectivement indexés par (4,7), (p,7), (p,q) et (i,q) avec

1

. [
Z:p_aaqu_i'
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N
N

p—Cq+¢) (P+¢,q+Q)
[ ) [ )

(1,9) X X X
(P, )
° °
p—¢a-¢) (P+¢a—0)

(i,) (7.)
Fi1G. 2.6: Notations de points.

Le nombre des d.d.l associés a chaque point varie entre 3 et 5. Plus précisément nous avons
(voir figure 2.7):

— 5 d.d.1 pour les points de type 1: ofy (haut), o?; (bas), 0d, (droite), 03, (gauche) et o1,

4 d.d.] pour les points de type 2: 0{‘1, 0’1’1, 099 €t a19,
— 3 d.d.1 pour les points de type 3: 011, 092 et o9,
— et 4 d.d.1 pour les points de type 4: o011, agQ, a9y et aia.

h O'h
011 11
G | O 2 4 g d
> 22 o
2? 4 %2 i 1 022? &2 ?022
O12 012 01,
011 o
11

F1G. 2.7: Les d.d.l associés aux différents noeuds. De gauche a droite: (i,7), (p,7), (p,q), (1,q).

Les équations semi-discrétisées en espace associées a cet élément sont données dans [50]
(Annexe A.1). Comme dans le cas de I’élément de plus bas degré, on peut éliminer o et obtenir
un systéme différentiel en v d’ordre deux en temps. Notre maillage régulier peut se voir alors
comme un réseau périodique infini de cellules (p, ¢) contenant quatre types de points (cf. figure
2.8). A chaque cellule (p, q) est associé un vecteur

(v1 )pfc,qfc (Uz)p,g,q,c
(V). (v1)p ¢ (v2)ps¢ -
Vou = L avec (Vi)p,g = preae et (Va)p,g = prea=¢
(V2)p,q ('UI )p+<,q+< (WQ)PJFC,HC
(v1) (vs)

Y2)p—Cat¢
et on peut alors réécrire le schéma semi-discret sous la forme générale suivante
2

d
— U, + KU, =0
pre h + IKpUp )
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4 3 4 3 4 3 4 3 4 3
e o . . . . e o o o
1 2 1 2 1 2

o & ¢ o ¢ o o & e o
4 3 4 3 4 3 4 3 4 3
e o o ° . . e o o o
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

o o o o ¢ o e & e o
4 3 4 3 4 3 4 3 4 3
o o ) o D ® o o o o
1 2 (1p’ 9 1 2

o & e o o @ o & e @
4 3 4 3 4 3 4 3 4 3
o o . . . . e o o o
1 2

o & o & o & o & e @
4 3 4 3

04 03 04 -3 -4 03 . . . .
1 2 1 2 1 2

PR— P . o * o o L]

F1G. 2.8: Les réseau périodique de cellules (p,q) pour I’élément Qs — Q1.

oit Up, = (Vp,q)(p,q)ez? st une suite a double indice & valeurs dans R® (i.e. V,, € R®) et ou
IK}, est un opérateur agissant dans cet espace des suites. Les degrés de liberté intervenant dans
le calcul de V), 4 sont les d.d.1 associées aux 9 éléments qui sont assurés sur la figure 2.8.

2.1.3 L’lément fini ()3 — Q>

Dans ce cas, il y a pour la vitesse v, périodicité de neuf types de points (cf. figure 2.9), qui
seront indexés par (p -4 — 77)’ (pa q— 77)’ (p + n,q— 77)’ (p + n, Q)v (p + n,q + 77)7 (p7 q + 77)7

15
p—n,9+mn), (p—mn,q) et (p,q) avec n = ——. Pour le tenseur des contraintes o il y a aussi
n n n n 10

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

708 09 ¢7 08 094708 0907 |® © & & e 0 o o

4 05 06 ¢4 o5 06 04 05 06 04 3
1.2 3.1 2 3.1 2 3/1|® & e o & o 0 o o

708 0967 08 09 ¢7 08 0907 |® © | o eje o o

4 55 56 ¢34 o5 56 (4 o5 6 44
1.2 3.1 2 3.1 2 31 ¢ ® e |e& o o o

708 0907 08 09 ¢7 08 0907 |® © OO e o6 o o

4 55 456 34 o5 56 ¢4 o5 6 44
1.2 3.1 2 3.1 2 3/1|® & e o o o o o

Fi1G. 2.9: Les maillages en o et v.

périodicité de neuf types de points (cf. figure 2.9). Ils seront, dans ce cas, indexés par (i, 7),
(p1:4), (P2,), (isq1), (p1,q1), (P2, @1), (4,02), (P1,02) et (p2, q2), avec

] IS SRR O V5
P11 =1 9 T, P2 =1 9 T,q1 =] 9 T, 42 =] 9 T, T = 10
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(p—npg+m® ° °

(i, 2) (p1,>¢;2) (pmxfh)
(PFn9m® ® °

(p,q)
(p1,q1) (p2,q1)
(i7QI) X X
® [ J [ J
p—1q—mn) (p+nq—1)
G0 0 (p2.9)

Fi1c. 2.10: Notations de points.

Comme dans le cas de ’élément fini Qs — @1, le nombre des d.d.l associés & chaque point varie
entre 3 et 5. Plus précisément nous avons dans ce cas:

— 5 d.d.1 pour les points de type 1: ofy (haut), o?; (bas), 0%, (droite), o3, (gauche) et o1,
— 4 d.d.l pour les points de type 2 et 3: a{‘l, 011’1, 029 et 019,

— 3 d.d.l pour les points de type 5, 6, 8 et 9: 711, 092 et g9,

— et 4 d.d.1 pour les points de type 4 et 7: 011, 032, o9y et a1a.

Les équations semi-discrétisées en espace associés a cet élément sont donné dans [50] (Annexe
A.2). On peut toujours éliminer les inconnues associées a o et obtenir un systéme différentiel
en v d’ordre deux en temps. Le maillage régulier peut se voir dans ce cas comme un réseau
périodique infini de cellules (p, q) contenant neuf types de points (illustré sur la figure 2.11).
A chaque cellule (p, q) est donc associé un vecteur :

F1G. 2.11: Les réseau périodique de cellules (p,q) pour ['élément Q3 — Q.

Vo = [ (Vl)p,q (VQ)p,q ]t
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avec

t
V)p,q = [ (Ul)p—mq—n(vl)p,q—n(vl)p+n,q—n(vl)p+n,q(vl)p+n,q+n(vl)p+7q+n(vl)p—n7q+n(vl)p—mq(vl)p—n,q ]

t
(Va)p,g = [ (Uz)p—mq—n(U2)p,q—n(Uz)p+n,q—n(UZ)p+n,q(v2)p+n,q+n(U2)p+7q+n(U2)p—n7q+n(U2)p—n7q(v2)p—n,q ]

et on peut réécrire le schéma semi-discret sous la forme du systéme générale
d2
WUh + IKhUh == 0,

ot Up = (Vp,g)(p,g)cz> est une suite a double indice & valeurs dans R (ie. V,, € R'®) et
ou IK est un opérateur agissant dans cet espace des suites. Les degrés de liberté intervenant
dans le calcul de V), 4 sont les d.d.1 associées aux 9 éléments qui sont assurés sur la figure 2.11.

2.1.4 Analyse de dispersion - Généralités

Nous rappelons d’abord que pour le probléme continu, ’analyse de dispersion est ’étude
de solutions particuliéres de la forme

(2.6) U=Uyexpuk-Z—wt), U,eR’ keR?’ wel.

La relation (2.6) définit de fagon générale une onde plane U de vecteur d’onde k se propageant
avec la vitesse de phase w/|k|. On introduit ¢ l'angle de propagation:

k= (ki,ks), ki=]|k cosy, ke=|k|sing

Pour que U soit solution de I’équation de 1’élastodynamique la relation suivante appelée rela-
tion de dispersion doit étre vérifiée:

A

(2.7) WU, = K(k) U,,

A

ou IK(k) est une matrice 2 x 2 hermitienne, donnée par
VIR VIR (V2= V2)kiky
(V2= V2)kiky V2K + V2K

L’équation (2.7) implique que w? est une valeur propre de ]f((k) et U, le vecteur propre associé.
Il est alors facile de calculer les deux valeurs propres w% et w%,

w% = V;)Z(k% + k%)a Uol = (kla k2)7
w% = ‘/sz(kf + k%), Uo2 = (_k27k1)'

Nous savons alors que wy correspond & une onde de pression se propageant avec la vitesse de
phase V), = w;/|k| et wy correspond a une onde de cisaillement se propageant avec la vitesse

de phase Vi = wq/ |l§ |. On peut constater que les vitesses de phase V), et V, sont indépendantes
de la fréquence w, on dit alors que 1’équation de 1’élastodynamique est non dispersive. Cette
propriété ne sera plus vraie dans le cas des problémes semi-discrets et discrets. En effet, comme
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nous allons le voir la discrétisation induit un phénoméne de dispersion numérique. Nous allons,
dans un premier temps, étudier ce phénoméne dans le cas du probléme semi-discret. L’analyse
de dispersion pour le probléme discret sera menée dans le chapitre suivant.

Nous avons vu dans le sections précédentes qu'un maillage régulier peut étre considéré
comme un réseau périodique infini. Chaque cellule de ce réseau contient un certain nombre
de noeuds caractéristiques. Le nombre de ces noeuds dépend de l'ordre des éléments finis
considérés. Plus précisément, nous avons montré que celui-ci correspond a 1 pour 1’élément

Q1 — Qo, a 4 pour Q3 — Q1 et & 9 pour Q3 — Q2. Notons par
[ih, (i + 1)h] x [jh, (7 + D)A], (i,]) € Z?
(1+1)2

la cellule courante, on peut associer & chaque I = (4,4) un vecteur Uy € C? avec [ = 0,1
et 2 l'ordre des éléments finis considérés. Le probléme semi-discret s’écrit alors sous la forme

2

d
(2.8) EUh + K, U, = 0,

ou Uy = (Ur)jege est une suite & double indice I(= (7,7)) & valeurs dans Cc2+1)” ot K,
représente un opérateur agissant dans cet espace des suites. L’opérateur IK; posséde une
propriété fondamentale: il commute avec les translations. De facon plus précise, si T}, est
I'opérateur de translation qui associe a Ur le vecteur Uy (correspondant a Usyq j41), nous
avons alors que T}, commute avec Ky,

ThIKy, = Ky Th,.

Cette propriété est une conséquence du caractére régulier et uniforme du maillage considére,
et du fait que l'on s’intéresse & un milieu homogene. C’est elle qui va rendre I'analyse de
dispersion discréte possible. Plus précisément, elle nous permet de réinterpréter (2.8) comme
un systéme qui régit la propagation des ondes dans un milieu élastique périodique infini. Ce
qui justifie de rechercher des solutions du probléme (2.8) sous la forme

(2.9) Ur = Uyexpu(k - 57 —wt), U, e C2HD" (k.77) e RZxR%, welR

avec 7 = (ih, jh). La relation (2.9) définit de fagon générale une onde plane numérique.
Pour que Ur soit solution du probléme semi-discretisé en espace la relation de dispersion
suivante doit étre vérifiée

w2y, = K, (k)Up.

Nous montrerons que le probléme semi-discret admet 2(1 + 1)2, (I désignant I'ordre d’approxi-
mation), solutions correspondant & des ondes planes numeériques, tandis que pour le probléeme
(2.7) il y a seulement 2 solutions (ondes planes continues). En fait, lorsque le pas de discrétisa-
tion A tend vers zéro, il y a seulement 2 ondes planes numériques, qui tendent vers les solutions
du probléme continu. On appellera ces solution ondes planes physiques et les 2(1 4+ 1)2 — 2
autres, ondes planes parasites. Nous nous intéressons, dans ce qui suit, seulement aux ondes
planes physiques. Plus précisément, nous allons calculer pour les différents schémas correspon-
dant aux éléments finis Q11 — Qy, (pour k = 0,1 et 2 en 2D et pour £ = 0 en 3D) les vitesses
de phase numériques, puis nous les comparons aux vitesses de phase du probléme continu.
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Dispersion du schéma )1 — Qg

Dans ce cas la matrice f(;(k) est une matrice symétrique 2 x 2 avec:
( 1
Ki[1,1] = 55 (4V2 X1 (1 = daXy) + 4V X5 (1 — 48X1))

— 1
K,[2,2] = = (V2 X5(1 — daXy) + 4V X (1 — 4BX,))

— 4
| Kn[1,2] = o5 (V2 = V2) VX1(1 — X3)/Xo(1 — Xy)
et
kyh kah
(2.10) X, = sinz(%), X, = siHZ(%)

Les deux valeurs propres de cette matrice sont données par la relation suivante

2
(Wi = 72 [(VF+ V(X1 + X3) — 8(aV,)? + BV X1 Xy

2

s

(V2 = V(X1 — X0)? + 4(X, — X2)(X, — X)

et correspondent aux ondes planes physiques. Notons A} (= (w})1) et A2 (= (w})2) ces deux

valeurs propres, nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 2.1.1 Les valeurs propres )\,11 et )\,21 admettent les développements limités suivants :

. V2 m2V?
A = |E[? <v;3 - <7r2 cos? (i) sin? (i) <4avp2 +4pVE+ 2 — Vf) — T”) K%+ O(K4)>

3
A2 = [k]> (V2 = (72 cos®(p) sin®(p) | 4aV? 4 48V V—SZ—V2 _TVEN g O(K*
S (70 QO ap ﬁs_l- 3 P 3 + ( )

Démonstration : Nous avons obtenu ces développements limités a I'aide du logiciel MAPLE
(on connait ici explicitement les expressions de A} et A7). [ ]
Ceci est un résultat de “super-convergence en dispersion” pour la classe générale de schémas
deéfinis par le systéeme (2.5).

Comparaison des vitesses de phase

wr )
Soit ( l_?)z, 1 = 1,2 les vitesses de phase numériques, on introduit alors, les paramétres

adimensionnels suivants :

~ (wp 0 = (wh)2
== 4s = 7=
£V} k| Vs

(2.11) I

ou g, (resp. gs) est le rapport entre la vitesse de phase numérique et la vitesse de phase
continue pour les ondes de pression (resp. cisaillement) qui dépendent des paramétres K =
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1 |k
N = |2—| (ot N est le nombre de points par longueur d’onde), ¢ et du coefficient de Poisson
T

= 0T ) Sur les figures suivantes (fig. 2.12 & 2.13) nous comparons les courbes de
%

dispersion obtenues pour les trois schémas différents : nouveau schéma (schéma Q1 — Q) (en
vert), schéma des éléments finis @)1 (en bleu) et schéma des différences finis (en rouge).

1 - 1 1 - 1
095 Q.. 095 095 Q. 095
oF oF
09 09 09 09
085 085 085 085
08 08 08 08
075 075 075 075
07 o7 07 07
065 065 065 N 065
06 06 06 . 06
055 055 055 "y oss .
Rl s 25 U3 085 0T 045 - 08—t T U5 0 g5 0T 085 0T O 0S—otE T U5 T 25 U3 085 0T 045 - R s U5 0T 085 07 015 u
v N— N— =
3 Q1 13 Q1 3 Q1. 3 Q1
oF OF oF oF
12 12 12 12
11 11 11 11
1
09
08
07 .
TH5 U OA5 07 045 03 055 07 045 0.

05 OT U5 07 05 03 05 - 0. T85OI U5 07 05 03 035 07 045 0.

1 - 1 T 1 - - 1 -
095 QL. 095 Q1. 095 ) QL. 095 - Q1 -
OF g OF . OF - OF
09 09 . 09 . 09
085 085 . 085 . 085
08 08 : 08 ; 08
075 075 -, 075 N 075 N
g N
07 o7 07 E 07 AN
065 065 o oes : 065 N
06 06 06 06 )
055 055 055 055 )
)
056—ot5 0T 0I5 O 025 03 055 04 045 0 0505 0T 0I5 0 075 03 0% 04 0% 05 —ot5 0T 0I5 O 075 03 035 04 045 0 056—ot5 0T 0I5 O 075 03 035 04 045 0
13 ! 13 y 13 n 13 !
Q1 Q Q.- Q1
OF OF o BF: OF
12 12 12 12
11 11 11 11
1
09
08
07

005 0T 0.5 07 025 03 035 04 045 0 005 0T 015 07 05 03 035 07 07 005 0T 0.5 07 025 03 035 04 045 0 005 0T 0.5 07 025 03 035 04 045 0

F1G. 2.13: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), v = 0.4.

Interprétation des courbes En ce qui concerne les ondes de Pression, on peut remarquer
que pour les ondes planes se propageant dans une direction parallele au maillage (¢ = 0) les
trois schémas présentent les mémes courbes de dispersion. Pour les autres angles de propa-
gation nous constatons que le schéma de différences finies présente une dispersion inférieur a
celle obtenue avec le nouveau schéma qui est, a son tour, moins dispersif que le schéma des
éléments finis (1. Pour les trois schémas la dispersion est monotone en fonction de 'angle
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Fic. 2.14: Courbes correspondant a la direction de dispersion mazimale pour les différents
schémas: les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas).

de propagation ¢. Pour les schémas des éléments finis Q1 et Q1 — Qp les meilleurs résultats
correspondent a ¢ = 0 et la dispersion augmente en fonction de ’angle, la direction la moins
privilégiée est la diagonale (¢ = 45). Le schéma des différences finies présente le comportement
inverse : la direction la moins privilégiée correspond aux directions du maillage (¢ = 0) et la
dispersion diminue ensuite, les meilleurs résultats sont obtenus sur la diagonale.

En ce qui concerne les ondes de cisaillement, pour les directions du maillage (¢ = 0), les
trois schémas présentent les mémes courbes de dispersion (comme pour les ondes P). Pour les
éléments finis Q1 — Qg et Q1 la dispersion est toujours monotone en fonction de ’angle mais
dans le sens inverse par rapport aux ondes de pression. En effet, dans ce cas la direction la
moins privilégiée correspond a ¢ = 0 et les meilleurs résultats sont obtenus sur la diagonale.
Pour le schéma des différences finies il n’est pas facile de conclure car la direction la moins
privilégiée change en fonction du coefficient de Poisson v: elle correspond par exemple & ¢ = 0
pour v = 0.1 et & ¢ = 45 pour v = 0.4.

Sur la figure 2.14 nous présentons (pour chaque valeur de v) la courbe de dispersion correspon-
dant & la direction la moins privilégiée pour chaque schéma. Pour les ondes P, le classement
entre les trois schémas est clair: les meilleurs résultats sont obtenus pour les différences finies
ensuite les éléments Q1 — Qg et finalement les éléments Q1. Pour les ondes S c¢’est moins clair :
en fait, les résultats sont identiques pour les éléments finis Q1 — Qp et Q1. Le schémas des
différences finies donne les mémes résultats que les autres schémas pour des petits valeurs de
v (v =0.1, 0.2) mais des résultats moins bons pour v grand (v = 0.3, 0.4).

Etude de ’erreur de polarisation

A Tonde P numérique est associée une direction du mouvement U,% qui est la direction

propre de la matrice ﬁ(\h(k) correspondant & la plus grande valeur propre (w?);. Cette direction
est différente de la direction donnée par U} = (ki, ko) qui est celle du mouvement pour I'onde
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P continue. Nous noterons dp ’angle entre ces deux directions:
8¢ = angle(U,,Uy)

De méme & 1’onde S numérique est associée une direction du mouvement U,f qui est la direction
propre de la matrice ﬁ(\h(k) correspondant a la plus petite valeur propre (w?)2. Cette direction
est différente de la direction U2 perpendiculaire & k qui est la direction de 'onde S continue.
Les directions U} et U? étant perpendiculaires (la matrice ﬁ{\h(k) est symétrique) on a:

8¢ = angle(U,,Uy) = angle(U7, U}
La direction U,% est donnée par:

Ky [1, 2]
Up |l -
(wi)1 — Kn[2,2]

aprés un simple calcul on montre:

2/ X1 — X}/ Xy — X3

Uy |

—(X1-X2)+ /(X1 — X2)2 +4(X; — XD)(X, — X3)

Ce résultat est intéressant car il montre que ’erreur de polarisation est la méme pour tous les
schémas définis par (2.5) et ne dépend pas des caractéristiques du milieu élastique considéré.
On peut aussi remarquer que ’erreur est nulle pour les directions de propagation liées au
maillage 0° et 45°. Nous présentons sur la figure 2.15 §p pour ¢ € [10,40] en fonction de K.

0 O = N O

10
12
14
16
18

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 045 0.5

F1a. 2.15: 6 en fonction de K.

Dispersion du schéma @y — Q¢

Dans ce cas, la matrice ﬁ(\h(k) a huit valeurs propres. Les deux premiéres, notées )\,ll(z
(wi)1) et A} (= (w})2), correspondent aux ondes planes physiques, plus précisément on a

. (wnh . (wn)2
1 £l g
o Ve et fim e =V
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Les six autres valeurs propres correspondent a des ondes parasites et elles tendent vers 'infini
quand h tend vers 0. Concernant les valeurs propres physiques nous pouvons prouver le:

Lemme 2.1.2 Les valeurs propres )\,11 et )\i admettent les développements limités suivants :

( . 4v2K4
My = R (V2 = === (1 + e1) + O(K®)
. 4v2K4
W= (V2 - T+ e0) + O(K®))

V2 V2
e1 = 2cos’ psin® ¢ — V_S2 <1 - V_82> 40 cos* psint
P P

es = —12cos? psin? ¢ + 40 cos* psin?
4

v
+20V—S4 cos® psin? p(1 — 2 cos? psin® )
\ P

Démonstration : Nous 'avons menée a ’aide du logiciel MAPLE (voir [50] Annexe B). H

Nous allons visualiser ici la dispersion numérique du schéma semi-discret correspondant aux
éléments finis Qo — 1, en représentant les courbes de dispersion qui caractérisent les variations
des vitesses adimensionnelles ¢, et g, (définies par 2.11) en fonction de K et de ¢ pour
différentes valeurs du coefficient de Poisson v. Nous pouvons remarquer que pour une onde

v =20.1 v =20.2 v =20.3 v=04

hY N ™
o 005 0. 0I5 0. OK 0370- 047045 0. o 005 01 0I5 0. O.K 03°0. 047 0.4 a 005 0. 0I5 0. OK 0370- 047045 0. a 005 0.I 0I5 0. OK 0370- 047045 0.

o. o
U85 0T U5 07 05 03 095 07 045 O Ob5 UT 015 07 055 03 05 0 0 O85OI U5 07 05 03 095 07 045 O 85 0T U5 07 05 03 095 07 045 O

F1G. 2.16: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour 1’ élément

Q2 — Q1.

plane se propagent dans une direction paralléle au maillage (¢ = 0) la dispersion est la méme
pour les ondes P et S et elle ne dépend pas du coefficient de Poisson v. Cette direction (¢ = 0)
correspond par ailleurs & la direction la moins privilégiée pour les ondes S et au contraire a
la direction pour laquelle le schéma est moins dispersif sur les ondes P. Ce qui implique, en
particulier, que la dispersion des ondes P est plus significative que celle des ondes S.
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On constate aussi que la dispersion sur les ondes S est monotone en fonction de I’angle de
propagation . Ceci n’est plus vrai pour les ondes P. Cependant, pour toutes les valeurs de v
on obtient les meilleurs résultats pour ¢ = 0 et les moins bons pour ¢ = 15.

Notons finalement que pour une direction de propagation fixée, la dispersion pour les ondes P
augmente avec v. Une autre particularité de la dispersion des ondes P est qu’il y a une valeur
critique du parameétre K a partir de laquelle la précision diminue de fagon plus importante.

L L L L L L L L
0 005 01 015 02 025 03 0% 04 045

Fia. 2.17: L’ordre d’approximation pour K petit.

On s’intéresse ensuite & I’évolution de log (V,, — V,,) (V1 étant la vitesse de phase numé-
rique pour les ondes P) en fonction de log K pour les petites valeurs de K. On trace ici la pente
de la courbe, c’est dire A(log (V) 5, — V})) en fonction de A(log K') (le symbol A correspondant
a la dérivé discrete). Lerreur d’approximation du schéma semi-discret est d’ordre 4, ce qui est
conforme a ce que ’on espérait.

Dispersion du schéma Q3 — Q2

Pour ce schéma la matrice f(;(k) a dixhuit valeurs propres. Les deux premiéres qu’on
notera encore A} = (w7); et A} = (w})s correspondent aux ondes physiques. Les 16 autres,
qui correspondent a des ondes parasites, tendent vers I'infini quand h tend vers 0. Pour les
valeurs propres physiques nous pouvons prouver le lemme suivant.

Lemme 2.1.3 Les valeurs propres )\,11 et )\i admettent les développements limités suivants :

( - V2K
A = |E? <V}>2 - ﬁ(l +e3) + O(K8)>

71'6 V'S2K6

A2 — (72 (2
i (VS 42525

(1—eq) + O(K8)>

2 2 2 145 15 4, 4
ez = 3cos” psin” pcos (2(P)_W 1_W 28 cos” psin”
P P

ey = —T12cos” p(cos? psin® p — 1) — 25 cos? psin? ¢
4

v
+—54(84 cos® psin? ¢ 4 28 cos? psin?  + 84 cos? ¢ sin® ©)

\ Vs

71



Démonstration: Celle ci est calculatoire. Nous ’avons menée a ’aide du logiciel MAPLE
(voir [50] Annexe B). W

Sur les figures suivantes nous présentons les courbes de dispersion pour le schéma semi-
discrétisé en espace. Comme pour les éléments de plus bas degré nous pouvons remarquer
vr=20.1 v =202 v=20.3 v=04

300 TR 300
W 1 W
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F1G. 2.18: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) el les ondes S (en bas) pour 1’ élément

Q3 — Q2.

que pour ¢ = 0 la dispersion est la méme pour les ondes P et S et elle est indépendante du
coefficient de Poisson v. Pour les autres angles de propagation la dispersion des ondes S est
moins importante que celle des ondes P (ce qui était déja le cas pour les éléments d’ordre
moins élevé). On constate aussi que comme pour I'élément Q3 — @1 il y a une valeur critique
du paramétre K a partir de laquelle la précision sur la vitesse de phase de ondes P diminue
de facon plus importante.

Comme pour le schéma @3 — Q2 la dispersion des ondes P est plus significative que celle
des ondes S et pour ¢ = 0 la dispersion est la méme pour les ondes P et S et elle ne dépend
pas du coefficient de Poisson v. La direction de dispersion maximale correspond & ¢ = 15 pour
les ondes P et & ¢ = 0 pour les ondes S.

Pour vérifier ensuite que le schéma est effectivement d’ordre 6 nous avons tracé (comme
pour I’élément Q2 — Q1) sur la figure suivante 1’évolution de A(log (V, 5, — V})) en fonction de
A(log K) pour les petites valeurs de K.

2.1.5 Conclusions

L’étude de dispersion nous a permis de mettre en evidence un phénomeéne de “super-
convergence” en établissant que 'erreur de dispersion est en O(h?) pour le schéma Q — Qo,
en O(h*) pour le schéma Qs — Q1 et en O(h®) pour le schéma Q3 — Q2. Ce résultat a été
obtenu de fagon analytique (Lemmes 2.1.1, 2.1.2 et 2.1.3) mais il a été également confirmeé
par les résultats numériques. Il est trés intéressant et ne laisse pas de doute sur l'intéret de
I'utilisation des méthodes d’ordre élevé. Pour s’en convaincre nous proposons ici un cas test :
supposons que nous sommes interessé par la modélisation de la propagation des ondes dans un
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FiG. 2.19: L’ordre de approzimation pour K petit, schéma Q3 — (2.

milieu élastique avec v = 0.2 et considérons qu’on veut limiter I’erreur de dispersion & moins
de 1%. Pour fixer alors le pas de discrétisation nous allons consulter les courbes de dispersion.
En pratique comme la vitesse des ondes S est inférieure a celle des ondes P, cela consiste a fixer
le nombre des points par longueur d’onde S. Nous présentons sur la figure 2.20 les courbes
des dispersion sur les ondes S et P, correspondant & v = 0.2 et & la direction de dispersion
maximale pour les schémas Q1 — Qo (¢ = 0 pour Vj et ¢ = 45 pour V), Q2 — Q2 (¢ = 0 pour
Vs et ¢ =15 pour V) et Q3 — Q2 (¢ = 0 pour V; et ¢ = 15 pour V})).

Comme nous pouvons le constater sur la figure 2.20 pour obtenir une erreur inférieure a
1% il faut prendre

— 1/0.075 =~ 13.33 points par longueur d’onde S, si on utilise le schéma @1 — Qy,

— 1/0.34 = 3 cellules et donc 6 (3 cellules x2 points par cellule) points par longueur d’onde
S, si on utilise le schéma Q9 — Q1,

— 1/0.5 = 2 cellules et donc 6 (2 cellules x3 points par cellule) points par longueur d’onde
S, si on utilise le schéma Q3 — Q.

Pour chaque schéma ce nombre de points par longueur d’onde S correspond & un nombre
des points par longueur d’onde P qui est supérieur. Plus précisement nous avons

— 22 points (K = 0.045) par longueur d’onde P, pour le schéma Q1 — QO,

— 10 points (K = 0.2) par longueur d’onde P, pour le schéma Q2 — @1,

~ 10 points (K = 0.3) par longueur d’onde P, pour le schéma Q3 — Q2.
Sur la figure 2.20 (& droite) nous avons également tracé (lignes verticales) le nombre de cellules
par longueur d’onde P pour les trois schémas. L’intersection de ces courbes avec les courbes
de dispersion nous donne la precision qu’on obtient avec chaque schéma sur les ondes P. Sur

cet exemple nous obtenons (voir figure 2.21) une erreur de 0.4% pour le schéma Q1 — Qq, de
0.1% pour le schéma @2 — Q1 et un erreur d’environs 0.01% pour le schéma Q3 — Qs.
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F1a. 2.20: Comparaison des courbes de dispersion sur les ondes S (a gauche) et P (a droite)
entre les schémas Q1 — Qo, Q2 — Q1 et Q3 — Q2 pour v = 0.2 et la direction de dispersion
mazximale.

0.999

0.998 |

0.997

0.996 |-

0.995

0.994 |

0.993

0.05 01 0.15 0.2 O.ZFk 0.3 035 04 045 0.5

Fia. 2.21: Comparaison des courbes de dispersion sur les ondes P entre les schémas QQ1 — Qo,
Q2 — Q1 et Q3 — Qo pour v = 0.2 et la direction de dispersion mazimale.

2.2 Le probléme tridimensionnel

2.2.1 Interprétation du schéma

Nous allons considérer ici un maillage uniforme constitué des cubes de coté h et nous
allons écrire le schéma numérique obtenu avec 1’élément fini de plus bas degré. Comme nous
pouvons le constater sur la figure 2.22, il y a périodicité de deux types de points: les sommets
du maillage indexés par (4,7, k), auxquels sont associés les 18 degrés de liberté du tenseur de

. . . ) R | 1 .
contraintes et les centres des éléments indexés par (i + 307 + 2’ k+ 5), auxquels sont associés

les 3 degrés de liberté de la vitesse. Les équations semi-discrétisées en espace qu’on obtient a
partir du systéme (1.25) sont décrites dans [50] (chapitre 3).

Comme en 2D on peut éliminer ¢ dans les équations semi-discrétisées en espace, on obtient
alors un systéme du deuxiéme ordre en vitesse, qui peut s’écrire sous forme matricielle

d*v
212 K,V
( ) dt2 ’
avec V. = (v1,v9,v3) et ol nous avons noté par vy, vy et vz les suites (vl)i-l-%,j-i-%,k-l-%’

] P N .. , .
(’Ug)i+%’j+%’k+% et (vg)H%’H%’kJr%. L’opérateur IK;, apparait ici comme un opérateur agis-

sant dans ’espace des suites a trois indices (4, j et k) & valeurs dans IR? et il est défini par
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Fia. 2.22: Un maillage uniforme en 3D.

VZD? + ‘/32(Dg7ﬁ’17ﬁ2,'yg + Dgﬁhﬁg,'yg) , (VF = V?)D%u , (V72— V92)D%3,§

La,v1
Ky = (VP2 - VSQ)D%275 ’ VPQD%JL% + VSQ(D%BMB%W + D?2)7617627’Y2) ’ (VP2 - VSQ)D%375
(Vp2 - V52)D%3,5 ’ (VP2 o V52)Dg3,5 ’ VP2D§7C¥7’71 + V92(Di/61u62772 + Dgﬂl,/@z,’m)

Les opérateurs
D? i=1,..,3,

1,071

2 .
Diaﬂl,ﬁQ,"/g’ = 1, ,3 N

sont des opérateurs discrets qui approchent les dérivées continues

d2
—,i=1,...,3.
d:vlz
De méme
Dijs inj=1,..,3, i #j ,
approche

d2
d:vixj

=13, i # .

Avant de décrire ces opérateurs on peut remarquer que le systéme (2.12) peut s’interpréter
comme un systéme de différences finies & 27 points. On définit maintenant les opérateurs
classiques centrés des différences finies

D3 f(i,j. k) = LET L3R = Qf@};f’k) /G-
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D2 et D? sont définis de la méme fagon en dérivant dans la direction x5 et x3 respectivement.
Ainsi que

. i1, L k) fGi—1, — 1 k) — fi+1,§—1,k)— f(e—1,7+1,k

et de méme DI, et D3,. On peut alors écrire les opérateurs discrets qui interviennent dans
notre schéma sous la forme suivante

D} o fliy5, k) =a(Dif(i,j+1,k) + Dif(i,j — 1,k) + D} f(i, 5,k + 1) + D f (i, 5,k — 1))
Ay (D3 (i, + 1,k +1) + D2 f(ij + 1,k — 1) + D2 f(i,j — 1,k + 1)
+D7f(isj =1,k = 1)) + (1 — 4o — 4y1) D7 f (i, j, k)
D3 oy f(irjs k) = (D3f(i+1,5,k) + Dif(i = 1,5,k) + D3 f (i, 4,k + 1) + D3 f (i, j, k — 1))
+7 (D3f(i+ 1,5,k +1)+D3f(i+ 1,5,k — 1)+ D3f(i — 1,5,k + 1)
+D3f(i = 1,5,k = 1)) + (1 — 4o — 4y1) D3 f (i, 5, k)
D3 0rn flir 5, k) =a(D3f(i+1,5,k) + D3f(i — 1,5,k) + D3 f(i,j + 1,k) + D3 f(i,5 — 1,k))

+D2f(i — 1,5 — 1,k)) + (1 — 4o — 4y1) D3 f (i, 5, k)
Dlzéfl], =6 (D3yf (i, 4,k + 1) + DYy f(i, . k — 1)) + (1 = 28) D3, £ (i, 4, k)
Dl sf(isd k) =6 (Di3f (6,5 + 1, k) + D3 £ (G, k) + (1 —26) D3 f (i, §, k)
Dissf (65, k) =6 (D3 f (i + 1,5,k) + D3 f(i — 1,4, k) + (1 = 26) D35 f (i, j, k)

Les opérateurs DZ. 4 1 =1,...,3 dépendent de la quantité qu’on dérive et on peut remar-

a/BQ Y22
quer dans la définition de la matrice IK; que nous avons des termes du type Di 4. 52’72‘/}-, 1,] =

1,..,3, i # j. On définit D3 B1.Bas V105 7, k) de la facon suivante
D} g, porysVi(is 5. k) = B1 (D3Vi(i + 1, k) + D3Vi(i = 1,5, %))
+62 (D3Vi(is gk +1) + D3VA (i, j, k — 1))
+y2 (D3VA(i + 1,5,k + 1) + D3Vi(i + 1,5,k — 1) + D3Vi(i — 1,5,k + 1)
+D3Vi(i = 1,4,k = 1)) + (1 = 261 — 26 — 4y2) D3V (i, . k)
on peut remarquer que la différence par rapport a ’opérateur D%’am est que au lieu de mettre
le méme poids aux points (i +1,7,k), (i — 1,5, k), (4,5 + 1,k) et (i,7 — 1, k) nous avons utilisé

le poids 1 pour (i +1,4,k), (i — 1,7, k) et le poids By pour (4,5 + 1, k), (4,7 — 1,k). En fait
pour cet opérateur on met 3y dans la direction de la composante de la vitesse qu’on dérive.
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De la méme facon on a

D%aﬂlaﬂ2a72‘/3(7:7 j’ k)

= B2 (D3V3(i + 1,j,k) + D3V3(i — 1,5, k))

+72 (D3V3(i + 1,5,k + 1) + D3V3(i + 1,5,k — 1) + D3V3(i — 1,5,k + 1)

+D3V3(i — 1,5,k — 1)) + (1 — 261 — 205 — 4v2) D3V3(i, j, k)

D2

Les autres opérateurs 31,8

ment le méme principe et donc nous ne les détaillons pas ici.

Une classe générale de schémas d’ordre 2

se dérivent a partir des opérateurs D -, €n suivant exacte-
k) b

Comme dans le cas 2D on peut remarquer que le systéme (2.12) décrit une classe générale de
schémas numériques d’ordre 2, dépendant des parameétres positifs «, 51, B2, v1, Y2 et § avec
0<a+v <1/4,0< P14+ P2+ 272, <1/2 et 0 <6 < 1/4. Plus particuliérement pour:

a=p =

(V; —2V¢)?

a =1 =Py =7y =y =6 =0 on retrouve le schéma des différences finies.

, 72 =0 et § = 2a on retrouve

1 1 1
= 9’ Y1 =72 = 36 et § = 6 on retrouve le schéma des éléments finis Q1.
1 (V2 —2V2)
)7 /81 4’ /82 y V1 « 2‘/2)2

o= 5755
8V2(V2 — V2

notre schéma.

Remarque 2.2.1

1. 1l est important de remarquer que pour le nouwveau schéma les pa-

rameétres «, vy et 6 dépendent du coefficient de Poisson v et donc du milieu élastique
considéré. Comme dans le cas 2D on peut dire qu’il s’agit d’un schéma qui s’adapte au

milieu de propagation.

)_

2. Le systéme (2.12) est une approxzimation des équations de ['élastodynamique écrit en
déplacement :
d*U
— =KU
dt?
avec
[ d? d? d? d? d?
v Ly v V2 _ 2 V2 _ 2
P dz? tYs (dxg + dx?,,) (v 5 )d:vldxz (v 57 dxdxs
d? d? d? d? d?
K = 2 12 2 07 2,0~ | 4~ 2 _ 12
d? d? d? d? d?
V2 2 V2 Ve V2_ V2 R R
| ( p 5 )dl"ldflig ( p 5 dil?gdl"g p d:v% + 5 (dx% + d:v%

7




2.2.2 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel

L’analyse de dispersion en 3D est I’étude de solutions particuliéres de la forme

—

U=U,expi(k-i—wt), U,eR’ keR? wel,

Cette relation définie de fa(;on générale une onde plane U de vecteur d’onde k se propageant
avec la vitesse de phase w/ |k| On repérera ici, les composantes du vecteur d’onde k par rapport
aux deux angles ¢ et 6 selon les expressions:

k1 = |k| cos(p)sin(6), ko = |k|sin(y)sin(@), ks = |k| cos(h)

Pour que U soit solution de 1’équation de 'élastodynamique la relation suivante appelée

Fi1a. 2.23: Représentation de k.

relation de dispersion doit étre vérifiée :
WU, = K(k) Uy, k = (k1, k2, k3)

ou la matrice ]f((k) est donnée par

V2T + V(s +k3) (V)P = VE)kiks (V2 = V2)kiks
K(k)=| (VZ=VDkiky V7B + V2R +4) (V= V)kaks
(V) = V)knks (V= Vkoks Vi + V2 (k] + k3)

L’¢quation (2.7) implique que w? est une valeur propre de ]IA((k) et U, le vecteur propre associé.
Un simple calcul montre que les trois valeurs propres de IK(k) sont données par

= V7l Ug = (ki k2, ks),
wy = VIR, U3 LUy, U LU,
= V2K, U} LU, U LUZ

La premiére valeur propre (w?) correspond & une onde de pression qui se propage dans la

direction donnée par le vecteur propre U},

Ul = (= cos(p) cos(#), — sin(p) cos(8), cos(h)).

o
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La deuxiéme valeur propre (w3) = (w?) est une valeur propre double. Ceci implique que les
deux ondes planes S se propagent avec la méme vitesse Vs mais dans deux directions différentes
données par les vecteurs propres U2 et U2 (avec U3 1 U2). On distingue les deux ondes de
cisaillement par leur direction de propagation. On appellera SH (polarisation horizontale)
I'onde associée au vecteur propre U2,

[]o2 = (_ Sin(‘P)a - COS(‘P)? 0)7
et SV (polarisation verticale) ’onde associée au vecteur propre U2,
U3 = (—cos(p) cos(f), — sin(y) cos(h), cos(8)).

Nous avons illustré les trois directions de propagation (pour les ondes P, SH et SV) sur la
figure (2.24).

F1a. 2.24: Représentation de trois directions de propagation pour les ondes P, SH et SV.

Comme pour le probléme bidimensionnel les vitesses de phase V), et V, sont indépendantes
de la fréquence w: ’équation de I’élastodynamique est non dispersive. Cependant ceci n’est
plus vraie dans le cas des problémes semi-discrets et discrets. De plus, dans ce cas nous
avons trois valeurs propres distinctes. Ceci implique, en particulier, que les vitesses de phase
correspondant aux ondes de cisaillement sont dans ce cas différentes, méme si elles tendent
toutes les deux vers la vitesse V; (continue) quand h tend vers zéro. Comme nous allons le
voir les courbes de dispersion ne sont pas les mémes pour les ondes SH et SV.

Pour analyser I'erreur de dispersion numérique nous allons utiliser, comme en 2D, I’écriture
du schéma un maillage régulier. Dans ce cas, chaque cellule du maillage, notée

[ih, (i + D)h] x [jh, (j + 1)h], x[kh, (k + 1)h], (i,5,k) € Z°,

contient un noeud caractéristique I = (4, j, k) (voir section 2.2.1) auquel est associé un vecteur
U; € C3. Le probléme semi-discret s’écrit alors sous la forme

d2

th + I[(hUh = 0,

oit Uy, = (Ur)ezs est une suite a triple indice I(= (4,4, k)) a valeurs dans C3 et K}, repré-
sente un opérateur agissant dans cet espace des suites. Nous pouvons ensuite introduire 7},
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I'opérateur de translation qui associe a Uy le vecteur Uy (correspondant ici & Ujj1 i1 k+1),
et nous obtenons, comme pour le probléme en 2D, que T}, commute avec IKj,

ThH{h = IKhTh.
Ceci justifie de rechercher des solutions du probléme semi-discret sous la forme
Ur = Uyexpu(k - i1 —wt), U, € C* (ka7) e R*xR?, weR

avec 7 = (ih, jh, kh). Cette relation définit de fagon générale une onde plane numeérique, pour
que cette onde soit solution du probléme semi-discretisé en espace la relation de dispersion
suivante doit étre vérifiée

w2y, = K, (k)Up.

Pour ’élément fini Q1 — Qp, la matrice f(;(k) est une matrice symétrique 3 x 3 qui dépend
des paramétres «, (1, B2, V1, y2 et § (son expression est donnée dans [50]).

Comme en 2D, wy/ |E| représente la vitesse de phase numeérique et on introduit les rapports
entre les vitesses de phase continue et numériques pour les ondes P et S:

0 (Ujh)l, g = (Ujh)2, g = (‘:’h)3
|EVy |E[Vs K|V

qui dépendent des paramétres K = |k|h/(27), 0, ¢ et du coefficient de Poisson v.

Lemme 2.2.1 Les wvaleurs propres )\2 = (w,zl)i, 1 = 1,...,3 admettent les développements
limités suivants :

A, = B (V2 + O(K?))
A= [k (V2 + O(K?))

Ny = [k (V2 + O(K?))

Démonstration : Nous ’avons menée a ’aide du logiciel MAPLE (voir [50] Annexe C). H
Comme dans le cas bidimensionnel nous allons comparer ici les courbes de dispersion obtenues
pour les trois schémas différents : nouveau schéma (en vert), schéma des éléments finis Q1 (en
bleu) et schéma des différences finis (en rouge). Nous avons remarqué que pour # = 0 les
valeurs propres de la matrice ]IA(h(k) se simplifient, dans ce cas on a:

4 = qs = ¢; = sin(rK)/(7K).

Et ceci pour tous les schémas (c.a.d DF, @y et le nouveau). Donc, pour # = 0 les courbes
de dispersion sont les mémes pour tous les angles ¢ et pour tout v. Nous représentons sur
les figures 2.25et 2.26 les courbes de dispersion pour chaque schéma en fonction de K pour
différentes valeurs de ¢ et de v et pour I'angle # qui correspond & la direction de dispersion
maximale pour chaque schéma.
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F1G. 2.25: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au miliew) et les ondes
SH (en bas) pour v = 0.1
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F1G. 2.26: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondes
SH (en bas) pour v = 0.4
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Interprétation des courbes En ce qui concerne les ondes de Pression, on peut remarquer
que le schéma de différences finies présente une dispersion inférieure a celle obtenue avec le
nouveau schéma qui & son tour est moins dispersif que le schéma des éléments finis ).

En ce qui concerne les ondes de Cisaillement (SV et SH), le nouveau schéma présente
en général la méme dispersion que le schéma des différences finies et il est meilleur que le
schéma de éléments finis (1 & la seule exception des courbes de dispersion pour les ondes SH
correspondant & v = 0.4. Dans ce dernier cas le nouveau schéma présente la méme dispersion
que le schéma (4 est il est meilleur que le schéma des DF'. Pour conclure nous avons représenté
sur la figure 2.2.2 les courbes de dispersion en fonction de K pour différentes valeurs v et aux

angles ¢ — # qui correspond a la direction de dispersion maximale pour chaque schéma.
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Fia. 2.27: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion mazimale pour les ondes P
(en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondes SH (en bas).
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Chapitre 3

Analyse de stabilité

3.1 Introduction - Généralités.

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés au probléme semi-discrétisé
en espace. Ce probléme s’écrit de fagon générale sous la forme suivante : trouver (35,V},) €
L*(0,T; (RM)) x L?(0,T; (IR™?)) tels que

d¥p

M,—= + B}V, =
7 + th 0
(3.1) W
M, 1+ 1B, =0
g7 + 1By 20

ou nous avons noté ¥, = (Xy,..., Xy, ) et Vi = (V1, ..., V,) les coordonnées des fonctions oy,
et vy, respectivement sur les bases By, = {77}7, (avec Ny = dim X},*¥™) et By, = {wr}2,

sym

(avec Ny = dimM}) des espaces X, et M} correspondant aux éléments finis Qri1 — Q-

Les matrices M, M, et IB;, sont définies par
(4) (MU)I,J = (ATI7TJ)(L2(Q))¢12 , 1<1I,J <Ny,
(“) (MU)I,J = (-lean)(p(Q))d ) 1<1I,J <N,
(112)  (Bp)r,gs = (wr,divry)r2qpe, 1<T <Ny 1<J <Ny,

d étant la dimension du probléme et IB}Y; désignant la transposée de la matrice IB,. Comme
nous l'avons déja montré, la condensation de masse nous permet d’éliminer les inconnues
associées au tenseur des contraintes, et réécrire le systéme (3.1) sous la forme équivalente

suivante:

d*V,
(3.2) M,,Wj + KV, =0
avec

K, =B, M, 'B.
Il nous reste maintenant a définir la discrétisation en temps. Le plus simple consiste a utiliser
le schéma classique saute mouton avec 3 pas de temps
+1 -1
| S
At?

(3.3) M, + KVt =0,
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ott At représente le pas de discrétisation en temps. Il s’agit d’un schéma d’ordre 2 en temps.
Nous allons montrer que ’analyse de stabilité nous permet de choisir un pas en temps qui
est proportionnel au pas de discrétisation en espace, ce qui implique, en particulier, que la
précision du schéma est en O(h?) globalement. De facon équivalente on peut discrétiser le
systéme du premiére ordre en temps (3.1), comme il suit

stl/2 _ gn=1/2

M, Ath + BV =0

Vn+1 Vf?
At

(3.4)

M, + BT =0
Il est alors facile de montrer que les systémes (3.3) et (3.4) sont équivalents.

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser a la discrétisation en temps du systéme (3.2),
car d'une part il ne fait intervenir que les inconnues associées & la vitesse (il est donc moins
cher du point de vue stockage), d’autre part il est plus facile de définir des schémas d’ordre
élevé en temps pour ce systéme. Ce dernier point est d’autant plus important dans le cas des
éléments finis d’ordre élevé. En effet, nous avons montré que sur des maillages réguliers nous
avons des erreurs de dispersion en espace en O(h*) (resp. O(h%)) pour les éléments Qy — Q1
(resp. Q3 — Q7). Il est donc naturel, d’utiliser dans ce cas des schémas d’ordre élevé en temps
également. Pour ce faire, nous allons utiliser 'approche de I’équation modifiée (décrite dans
[23, 28, 49]), qui nous permet de conserver un schéma stable & 3 pas de temps. Plus précisément
cela consiste & utiliser un schéma d’ordre élevé en temps défini de fagon générale par

| AR } VALIRES VAL
3.5 M, L h ~ "h L K,V —2 D KTy = 0.
(3:5) v At? hvh 2; 21 + 2) h

Il s’agit d’un schéma d’ordre 2k en temps (cf. [49]). En pratique nous n’allons utiliser que les
schémas d’ordre 4 et 6 définis par (3.5) pour £ = 2 et k = 3 respectivement. Nous avons alors,

| AR VACRIES VAl At?
(3.6) M, At*; h 4Ky [Vh" — ﬁKhv,;l] -0
pour k =2 et
Vn+1 —oyn 4 anl At2 At2
(3.7) M, At’; h Jrf(h(vf:“b—ﬁl(h[Vh"—W hV[”]):O
pour k = 3.

Une analyse importante pour 'implémentation des schémas numériques est ’analyse de
stabilité car il est bien connu que les schémas explicites dépendent d’une condition de stabilité.
Pour mener cette analyse nous considérons comme dans le chapitre 2 le probléme dans un
milieu homogene infini. Nous avons vu (cf. chapitre 2), que dans ce cas, le probléme semi-
discret s’écrit sous la forme

d*Uy,

— T, = 0

ot Uy, = (Ur)jeza est une suite & double indice (ou triple en 3D), & valeurs dans RAHD?
(I = 0,1,2 étant Vordre des éléments finis considérés), et ou IKj, représente un opérateur
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agissant dans cet espace des suites. De méme le probléme discrétisé en temps (pour le schéma
d’ordre 2 par exemple), s’écrit,

Uttt —2ur +Upt

(3.8) <

+ KU =0

Nous nous intéressons ici a la stabilité L? de ce schéma. Plus précisément, introduisons
d . ) .
l,ZI(IRd(H'l) ) I'espace des suites de carré sommable. Nous munissons [ de la norme,

|URI* < (U, UR) = > mU P,
I€Zd

avec |Ur| la norme usuelle dans RYXHD?. La stabilité du schéma (3.8) équivaut a montrer
des estimations uniformes sur ||Uy'||. Pour ce faire, il est classique d’utiliser des techniques
d’énergie. On montre que,

(3.9) g —griit—  _gll?

ou I’énergie discréte est définie par,

o+t — o ||
At

1
g = + (KU U

qui est bien entendu un équivalent de I’énergie continue. Pour obtenir (3.9), rappelons qu’il
suffit de multiplier scalairement (3.8) par (U™ — UT')/At.

Une fois qu’on a obtenu la conservation de I’énergie discréte, on peut alors en déduire la
stabilité du schéma si on montre que cette énergie est une forme quadratique positive. Nous
omettons ici les calculs qui sont classiques (cf. [7]). On obtient que le schéma (3.8) est stable
si et seulement si

2
AP | _
1 <
ou par définition la norme [|IK|| est donnée par

(IKyUp, Up,)
Uhgli h||

De méme pour les autres schémas de discrétisation en temps (ordre 4 et 6), on peut montrer
(cf. [49]) qu'ils sont stables si et seulement si,

— Schéma d’ordre 4 (3.6),
AT

<3
1 =

~ Schéma d’ordre 6 (3.7),
At2||1Kh|| 54 \f V25
4

On obtient alors une expression explicite de la condition de stabilité si on est capable de
calculer ||IK||. Dans le cas de ’élément de plus bas degré et pour des maillages réguliers nous
avons effectuer ce calcul analytiquement en utilisant une analyse de Fourier disctéte. Pour les
schémas d’ordre supérieur nous avons calculé ||IKj || numériquement.
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3.2 Stabilité de la classe générale des schémas d’ordre 2 en di-
mension 2.

La condition de stabilité pour le schéma de saute mouton est :

2
AR _ |
A <
Nous allons ici calculer ||IK;|| pour la classe générale des schémas définie par (2.5). Pour ce

faire, nous utiliserons une analyse de Fourier discréte. Nous allons donner ici seulement les

étapes principales de la méthode, pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a [7].

2
Introduisons Fj, : l,ZL(IRQ) — Cy = (L2 [—g, g]) la transformée de Fourier discréte, qui
AUy, =(Ur)ieze = (Ui,j)(i,j)ez2 associé /U\h(k) définie par,

. 1
Up(k) = L? — lim o > " h2Uijexp —i(kyih + kajh),
2%

oit L2 —lim signifie la convergence de la série au sens de L?. Nous définisson ensuite Popérateur
K} comme la transformée de IK; par F,

K, = Fp oKy 0 Fy .
Il est alors facile de voir que nous avons,
1K, || = 1K,

Fp, étant un isomorphisme, isométrique. De plus, pour tout vecteur k& = (ki,ks), on peut
montrer que nous avons la relation matricielle suivante,

[KT5] (k) = T ()T (),

ol ﬁ(\h(k) est ici une matrice 2 x 2 hermitienne. Plus précisément elle coincide avec la matrice
ﬁ(\h(k) définie au paragraphe 2.1.4. Pour calculer alors Hﬁ-(;
suivant (cf. [7]),

‘, on utilise le résultat classique

o] = e [a]
k

gilculer ce sup revient a calculer le maximum de la plus grande valeur propre de la matrice
Ky, (k). Soient Aj 2(X1, Xo) (cf (2.10))les deux valeurs propres de IKy(k), il s’agit de calculer le

sup max()\l(Xl,Xg),)\Q(XI,XQ)).
(X1,X2)€0,1]?

Calcul des valeurs propres de ﬁ(\h(k)
Les valeurs propres de IKj (k) sont les racines du polynome caractéristique suivant :

(3.10) s2—Ps+Q=0
avec :

® P=E<\h[1:1]+ﬁ<\h[272]
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— — — 2
o Q=TK[1,1Ky[2,2] — Kp[1,2]
On prouve alors, le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1 Soit A la plus grande valeur propre de ﬁ(\h(k), son mazimum se trouve Sout
sur les bords du carré [0,1]? soit sur la diagonale X1 = X,.

Démonstration. On peut distinguer deux cas, le maximum se trouve soit sur les bords du
carré [0,1])2 soit a I'intérieur. Si on suppose que le maximum est atteint en un point intérieur
du carré (X1, X3), alors ce point annule le gradient, c’est a dire:

(3.11) —=0et =— =0
Introduisons ensuite,

IP(X1, X2) = N (X1, X3) — PA(X1, X2) + Q,
par définition de la valeur propre on a,

P(Xy,X5) =0 V(X1,Xy),

et donc,
0P oIP
12 P P
(3.12) o =0t o =0
Par ailleurs I 0 ap 0 90
=2) - A—P—r0 +—
ox, ox, ox, . ax: T oxy
d’ou
oP 0Q
3.13 — = —
(3:.13) 0X1 0X;’
ot o or  oP oA 00
=2) - A—P—nrn +—
X, 0X;  0Xs | 0%, | 0Xy’
d’ou
oP 0Q
3.14 — A= —.
(3:.14) 0Xo 0X,
En combinant les équations (3.13) et (3.14) on obtient,
(3.15) oP 0Q oP 0Q 0.

8X2 8X2 B 8X1 aXl -

En utilisant maintenant la définition de P et (), on a

— — OIK,[1,1) 0K, [2,2]  OIK,[1,1] 0K,[2,2] |
(H{h[Q’Q]_H{h[l’l])< 0X, Xy 00X, 0X, N

(3.16)
OKp[1,2? OP  9K,[1,2)? P
8X1 8X2 8X2 8X1.
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Un simple calcul montre alors que (3.16) se réécrit :
(V) = V(X2 = X1) (V) + V= 4(aV) + BV) (X1 + X)) =
(V2 = V22(X2 - X1) (V2 + V(1L = X1 — Xo) + 22X, Xa(V2 + V2 — 4(aV2 + BV2))
ou encore,
(3.17) (V= V22 (X1 = Xo)((1 = 4a)V) + (1 = 48)V) (X1 + Xy — 2X1X2) =0
avec (X1 +Xo—2X1X3) # 0 alintérieur du carré [0, 1], ce qui montre qu’on a nécessairement

X = Xos.
|

Théoréme 3.2.2 La condition nécessaire et suffisante de stabilité pour la classe générale des
schémas définie par (2.5), avec 0 < «a, 8 < 1/2, s’exprime:

(3.18) At < acri(a,B)h

ol

1 1 1 V2

0<p<cet0<a<(;—PF)7s

\/‘/1')2+‘/52_4(a‘/pz +/3V52) 4 VZ'D
1

4
(3.19) ochL(a, B) =

N | =

1 1 V2
— < (3 < = AL <a<

Démonstration. Calcul du maximum des valeurs propres dans le carré [0, 1] x [0, 1]

Apres quelques calculs préliminaires on trouve les racines du polynome caractéristique qui
sont données par la relation suivante en fonction de (X1, X3),

2
)\1’2(X1,X2) = ﬁ [(V;,Z + V;Z)(Xl + Xg) — 8(05‘/172 + ,8‘/52)X1X2:|

2
7l

(3.20)

£ (V2 - V2 /(X0 - X)? 44X - X)X, — X3).

Nous pouvons remarquer que Aj 2 sont réels, la plus grande correspond au signe + et on a
(3.21) AXq, X9) = A X3, X1).

Nous allons d’abord regarder le A12 aux bords du carré [0,1]2. Selon (3.21), il

max
(X1,X2)€[0,1]2
suffit de regarder le max sur les bords X1 =0 et X; = 1.

4

e Pour X; =0, XgE[O,l],ona)\:h2

‘/;)QXQ et donc

4
Ao = A2(0,1) = =V2.
X1:01,nja()2(6[0,1} 1,2 1,2( ) ) B2 P
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e Pour X; =1, X, €[0,1], on a

4
A=og (V7 + (V7 = 4(aV) + BV X)

dans ce cas le max A1,2 dépend des valeurs des parametres « et 3:
Xi1=1, XQG[O,I]

1 1 1
1. P - << = —
our4_ﬂ_ 5 etaE[O,z]ona,
A Ai2(1,0) = 4 V.
max = —
X1=1, X»€[0,1] 12 = A2 h2'P

2

1 1
2. Pour0<ﬁ<zet0<a<(1—ﬁ)%ona

4
AMo=MNo(1,1) = = [(1 —4a)VZ+ (1 —4B3) V2] > —V2.
Xlzlrflja(i};e[o,l] b 12( 1) h? [( AWy +( #) s] -

1 1 1
3P0ur0<,6’<—et(1—,5)“;—§ §§ a,

max )\1’2 = )\1’2(1,0) = —V2

X1=1, X2€[0,1] h%z'P
A Pintérieur du carré on a:
1. Po l<,6’<let €0 l]
- Pour 7 << 5 eta 5
4 v
Mo = — P < V2
(x1, xmeop T R (A AV + (46— DVE T 12 P
1 1 1
2Pour0<,6’<—et(1—,6’)“;—§ §§ n a,
4 V) 4
Ao = — P < V2
1 Xyeloap 2 T B2 (L +4a)V2 + (4B —1)V2 ~ K27

2

1 1
3. Pour 0 < g < 1 et 0 < a < (= — )3 on n’a pas de maximum & U'intérieur.

4 sz
Nous pouvons résumer ’étude du max A1,2 sur la figure 3.1.
(X1, X2)€[0,1]?
Dans le d IO<,6’<1t0< <(1 ﬁ)v2
° ans le domaine —e - —
n main 1 « 1 V2

max)\l Q(Xl,Xz) = )\1 2(1 1)

max = (V2 + V2 —A(aV] + BVY))
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1/4

(1/4 ) Vg 1/2  «
a = -n) —

\5
FiG. 3.1: Domaines de stabilité I et II définis en fonction des parameétres a et O

‘/82
<a<

1 1
e Dans le domaine II: < g < 3 et (- — ﬁ)V_p2 <

1
4 2

4
Mag(X1, X2) = Ao g5(1,0) = =V2
max 5(X1, Xo) 5(1,0) =5V,

Q1,Q1-Q0 —
DF —

0.9
0.8
0.7

0.6

0.5,

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
FiG. 3.2: Les fonctions f; = aiC,FLV}, pour les trois schémas en fonction du rapport v = —.

En particulier, pour les trois schémas étudiés, nous avons

1
— aPl, = ——— pour le schéma des différences finies.
/V;JZ + V'SZ
Q1 Q1—Qo 1 . 217 .
- abpL = QcpL = 7 pour le schéma des éléments finis (1 et Q1 — Q.
P
Pour les trois schémas on peut réécrire le coefficient de stabilité sous la forme
i 1 - Ve
Qorp = Vfi(x)a i=DF, Qi, Q1 —Qo, = v
P P
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Nous avons illustré les fonctions f; pour les trois schémas en fonction du rapport V2/ V;JZ sur
la figure 3.2.

Remarque 3.2.1 Du point de vue du temps de calcul, le schéma des différences finies est
donc plus cher que les deux autres schémas. En effet, la condition de stabilité implique que
pour un pas de discrétisation en espace h fizé, le plus grand pas de discrétisation en temps pour
le schéma des DF est plus petit ou égal a celui des schémas Q1 et Q1 — Qq. Ceci entraine, en
particulier, que pour une simulation en temps (t € [0,T]), le calcul numérique avec le schéma
des différences finies nécessitera un nombre d’itérations en temps plus important (soit Ny le
nombre d’itérations, alors on a Ny = T/At). Le surcodt est zéro pour V, = V et atteint la
valeur mazimale (=~ 20%) pour Vi = \/2V},.

3.3 Stabilité des schémas ()2 — 1 et Q3 — Q.

En utilisant la méme technique que précédement, nous pouvons montrer que, pour avoir
une expression explicite de la condition de stabilité, il suffit de calculer

m%X|)‘l|7

)

A; étant les valeurs propres de la matrice f(\h(k)| (aveci =1, ...,8 pour I'élément Q2 — Q1 et i =
1,...,18 pour I’élément Q3 — Q2). Pour ces schémas nous avons mené ce calcul numériquement.
Plus précisément nous avons observé que, comme pour [’élément fini de plus bas degré, la
condition de stabilité du schéma est indépendante de V. Pour ce qui est de sa dépendance en
Vp, on constate que le produit du coefficient de stabilité avec V), reste constant. Nous avons
alors les résultats suivants

— Pour le schéma Q9 — Q1

— et le schéma d’ordre 2 en temps: At < 0'331 h
P
— et le schéma d’ordre 4 en temps: At < 039;& o AL < 0.677 h
p P
— Pour le schéma @3 — Q2
— et le schéma d’ordre 2 en temps: At < 0'135 h
P
— et le schéma d’ordre 4 en temps: At < 019?/& o At < 0'3‘?;7 h
p P

3F 3
— et le schéma, d’ordre 6 en temps: At < \/ o+ \/52 V25 0'135 f = At < 0'238 h
P P

3.4 Analyse de stabilité, le probléme tridimensionnel.

Nous allons mener ici une analyse de stabilité pour le probléme tridimensionnel dans le cas
des schémas des différences finies, des éléments finis @1 et Q1 — Qp. La condition de stabilité
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pour ces schémas s’écrit sous la forme

ALKy 2
< < g
A <l At< OlCFLh, avec OcFr, h“ h||1/2

(3.22)
Comme pour le probléme bidimensionnel, pour calculer ||IK,|| on utilise la transformée de
Fourier discréte. L’étude de stabilité revient alors & chercher le maximum des valeurs propres
(notées \;, i = 1,..3) de la matrice IKo(k) = h%IK(k) sur le cube [0,1] x [0,1] x [0,1]. La
matrice f(\h(k) dépend des parameétres «, (1, B2, v1, V2 et 0.

Pour simplifier la présentation nous fixons les paramétres «, 51, B2, ¥1, 2 et § pour obtenir
les trois schémas qui nous intéressent et nous menons l'analyse de stabilité pour chacun de
ces schémas. Nous donnons dans ce qui suit seulement les résultats de cette analyse (pour la
démonstration voir [50]).

3.4.1 Le schéma des différences finies.

Dans ce cas nous avons a = 31 = 3 =1 = 2 = 6§ = 0. Pour le schéma des différences finies
le maximum est atteint a lintérieur du cube, au point X = Xy = X3 = 3V,?/(4(V;? — V?))
et il est égal a max(A\P7)3 | = 9Vp4/(2(Vp2 —V2)) ce qui correspond a

[0,1]3
/‘/2 ‘/2
F 2\/§ P s

QCcFL = 3%2

3.4.2 Le schéma des éléments finis ().

Dans ce cas nous avons = 3 = f5 = 1/9, v1 = 72 = 1/36 et 6 = 1/6. Pour le schéma
des éléments finis @1 le maximum est atteint au sommet (1,0,0) du cube et il est égal a
max()\?l)?zl = 4Vp2 ce qui correspond a

[0,1]3
1
Q1
« = —
CFL ‘/p

3.4.3 Le schéma de I’élément fini () — Q).
(Vy —2V2)

(V, —2V2)? 1
8‘/1)2(‘/2)2 — ‘/52)7 /81 47 /82 » V1 (64 2‘/2)2 )

0 et 6 = 2a. Pour le nouveau schéma le maximum est donné par ’expression suivante

Dans ce cas nous avons a = Yo =

. V2

4Vp2 si V_SZ <z
p

Amaz,i Sinon
avec z; = 0.3351380813 et oll Ajpeq,; est donné par:
(3.23)

\ 8V (6 — 22z 4 322 — 162° — )

T 27(—2872 + 162% — 3 + 167)2
(1282° — 384z + 3362 — 6822 + 8yx® — Syz — 30z + 3y + 9)

92



avec

y = /47222 — 93z — 120423 + 1584z + 9 — 102425 + 25625, = = VZ/V,;€0,1/2].

Ce qui correspond a:

1 2
A si 5 <
i@ _ p P
CFL = 9

3.4.4 Comparaison des trois schémas

Comme dans le cas du probléme bidimensionnel on peut réécrire le coefficient de stabilité
sous la forme

i 1 . VSZ
aCFL:Vfi(x)a i=DF, Qi, Q1= Qo, z=15.
P p

Pour conclure nous présentons sur la figure 3.3 les fonctions f; pour les trois schémas en
fonction du rapport V?/V,2.

1.0
Q1
QI1-Q0
0.9
0.8
0.7
DF
0.6
050.0 o o 03 o 0's
2
F1G. 3.3: Les fonctions f; = app Vy pour les trois schémas en fonction du rapport x = V—52
P

On peut remarquer, que comme pour les schémas en dimension 2, du point de vue du
temps de calcul, le schéma des différences finies est plus cher que les deux autres schémas.
Dans ce cas, le surcoiit est plus important qu’en dimension 2 et il varie en fonction du rapport
v2/ sz entre 5% et 35%. De méme, comme le coefficient de stabilité pour le schéma Q1 — Qg
est, pour certaines valeurs de V.2/ V}f, plus petit que celui du schéma @1, le schéma Q1 — Qo
devient légérement plus cher que le schéma ;. Cependant, la différence du cotit entre les deux
schémas est toujours plus petite ou égale a 5%.
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Chapitre 4

Analyse de dispersion pour les
schémas discrets

Nous allons mener ici I'analyse de dispersion numérique pour les différents schémas definis
aux chapitres précédents. Cette analyse nous permettra de comparer notre méthode avec des
méthodes numériques déja existantes.

4.1 Généralités

Rappelons tout d’abord les différents schémas de discrétisation en temps.

(yntt _oyn g ynt .
b A:Z b 4 S(AHV =0
— Sp(At) = Kj, pour le schéma d’ordre 2
ot — Sh(At) = Ku[Ild — —-K}] pour le schéma d’ordre 4
gt? At?
| — Sp(At) = Kp{Id - ﬁKh[Id T n]} pour le schéma d’ordre 6

Comme dans le cas semi-discret, nous n’allons considérer, dans ce qui suit, que la dispersion
des ondes non parasites. La relation de dispersion, pour que I'équation (4.1) soit satisfaite
pour une onde plane est

4 At
4.2 — gin?(=2
(42) At? ( 2
avec d (= 2 ou 3) la dimension du probléme considéré et ou B,il, 1 = 1,d sont définies pour
chaque schéma par les relations suivantes

(wh)i) = /Bllz(kaAt)a = 17d

e pour 'ordre 2
Bi(k,At)y= X, i=1,d

e pour 'ordre 4

. AN .
Bk A = X, = S (X)), i=1.d
e pour 'ordre 6
; i At? o At S \3 .
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ou A};, 1 =1, d sont les valeurs propres de la matrice f(;(k) correspondant aux ondes planes
physiques. Comme dans le cas du probléme semi discret nous introduisons en dimension 2
les vitesses de phase adimensionnelles g, et g, qui dépendent des parametres K, ¢, v (définis

t
dans le paragraphe 2.1.4) et o = 5 Pour I'ordre 2 en temps, on a

1 . « ¥
= arcsin —
= raKV, o V7

(4.3)
= ! resin @ A2
s = TaKV; A 2 h

Pour l'ordre 4 en temps, on a

_ 1 : @ INEY
a4 = oKV, arcsin ( 5\/()% - E(Ah) )
1 ) o a?
qs = oKV arcsin ( 5\/()\% — E(Aiﬁ) )
Pour l'ordre 6 en temps, on a
1 « o? at
: _ AL (a2 — (A3

TaKV, arcsm( 2\/( n = 130"+ 355 (n) )>

_ 1 . « IV I IV
qs = TRV arcsin ( 5\/()\,1 — E()\h) + ﬁ()‘h) )

En dimension 3, nous allons n’étudier que le schéma d’ordre 2 en temps, on introduit donc,

(4.4)

qp =
(4.5)

1 . « \
= arcsin | —
b TaKV), 2 h

1 . «
ql = raKV. arcs1n< 0) A2 >
1 . «
TaKV. arcs1n< 5 )\% >

qui dépendent des parameétres K, 6, ¢, v et a. Nous allons maintenant visualiser la dispersion
numérique.

0 =

4.2 Dispersion numérique pour les schémas )1, Q1 — @y et DF.

Sur les figures suivantes nous comparons les courbes de dispersion obtenues pour trois
schémas différents : nouveau schéma (EF Q1 — Qp) (en vert), schéma des éléments finis Q1 (en
bleu) et schéma des différences finis (en rouge). Pour obtenir les courbes suivantes nous avons
utilisé comme « le coefficient de stabilité des différents schémas. Ce qui correspond au choix
qu’on fait en pratique quand on implémente les schémas pour avoir le pas de discrétisation en

temps le plus grand possible. Plus précisément nous avons a = — pour le nouveau schéma
P
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et le schéma des éléments finis ()1 et a = pour le schémas des différences finis.

/V;,? V2
Nous avons remarqué par ailleurs que pour tous les schémas les courbes de dispersion sont
monotones par rapport au paramétre a. Ce qui implique que dans le cas ou les courbes de
dispersion sont inférieures & 1 on obtient les meilleurs résultats pour la plus grande valeur de

« (dans le cas contraire, quand « augmente, la courbe de dispersion se déplace vers le haut et
donc s’éloigne de 'unité).

* X ! 7
0.5 QLo 0.5 Q-
oF SF.
09 09
085 085
08 08
075 075
07 07 "
0565 065 . .
06 06 ¥ Y
055 055 055 055
%0085 0T 015 07 025 03 035 073 0A O%0085 UT 015 07 025 03 0% 03 05 Us %0085 0T 015 07 025 03 035 03 0A O%0Ot5 T 015 07 05 03 035 07 045 0
N N N N
13 an 13 o 13 o 13 o
oF OF OF OF
12 12 12 12
11 11 11 11
005 0T 015 07 05 03 035 07 07 05 UT 015 07 075 03 055 07 075 0 0T 0% 07 O T3 055 07 045 0

005 0T 0.15 02 O 005 01 015 02 0.
K K

F1G. 4.1: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discrétisation
d’ordre 2 en temps, avec v = 0.1. Schémas DF, Q1 et Q1 — Qp-

K

1 : 1 1 . 1 -

0.5 Q1. 035 0.5 Q1. 035 Ql-
oF oF oF

09 - 09 09 09 5 .

085 - 085 085 N 085 BN

o8 08 o8 BN 08 3

075 075 075 ) 075 RN

) \
07 07 07 ) 07 )
\. ~

065 065 065 |  oes )

s 06 06 06 AN\

055 055 055 055 A

R R OO DT OIS D7 DS U O 0T 05 05 0 OtS 0T 045 07 05 0T 05 07 O O DT TS 07 05 0T 05 07 045 O

13 N 13 . 13 N 13 .
Q1. Q1. Q1. Q1.
oF oF oF oF

12 12 12 12

11 11 11 11

1

09

08

o7

L N o e R R TS T OIS 07 05 0T 085 0 05 D L N o e R R TH5OT 05 070

K

T3 055 04 045 0.
K

F1G. 4.2: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), discrétisation
d’ordre 2 en temps, avec v = 0.4. Schémas DF, Q1 et Q1 — Qp-

Sur la figure 4.3 nous présentons (pour chaque valeur de v) la courbe de dispersion corres-
pondant a la direction la moins privilégiée pour chaque schéma.
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005 0T 055 07 05 03 035 04 07 005 0T 0.5 07 025 03 035 04 045 0 005 0T 015 07 025 03 035 04 07 005 0T 015 07 025 03 035 04 045 0

0. - QL ...
DF-25 - DF-45

TO5 0T 005 02 025 03 055 04 04 U85 0T U5 07 05 03 095 07 045 D! UH5 UT 015 07 055 03 035 07 04 U85 0T U5 07 05 03 095 07 045 O

FiG. 4.3: Courbes correspondant dans la direction de dispersion maximale pour les différents
schémas: les ondes P (en haut), les ondes S (en bas).

Interprétation des courbes

1.

La direction de propagation la moins privilégiée pour chaque schéma est la méme que
dans le cas du probléme semi-discret.

Pour toutes les valeurs de v et de ¢ le schéma des éléments finis Q1 — (Qp présente une
dispersion inférieure ou égale a celle du schéma des éléments finis Q.

Par rapport au schéma des différences finies les résultats sont mitigés: Pour les ondes P,
pour v > 0.3 le schéma de DF est meilleure que le schéma Q1 — @)y, tandis que pour
v < 0.3 le schéma @)1 — Qo a une dispersion inférieure ou égale a celle du schéma des DF.
En ce qui concerne les ondes S la dispersion du schéma Q1 — Qg est toujours inférieure
(ou égale) a celle du schéma DF. Il faut noter ici, que le calcul ne se fait pas au méme
cotit, car le pas de discrétisation en temps n’est pas le méme pour les deux schémas. En
fait, le schéma des différences finies est plus cher.

Comme V; < V), c’est la courbe de dispersion pour les ondes S qui définit le nombre de
points par longueur d’onde que nous devrions prendre pour avoir une précision donnée.
Ce qui rend le schéma @)1 — Qo plus intéressant.

4.3 Elément fini Qs — Q.

Sur les figures suivantes nous présentons les courbes de dispersion obtenues pour le schéma
Q2 — Q1 dans les cas d’une discrétisation d’ordre 2 (Figures 4.4 a 4.5) et 4 en temps (Figures
4.6 & 4.7) pour différentes valeurs du coefficient de Poisson v. Pour chaque valeur de ¢ et de v
on présente trois courbes de dispersion correspondant a des valeurs de @ = At/h différentes.
Plus précisément pour @ = acpy, (en vert), &« = acrr/2 (en bleu) et & = acpr/3 (en rouge).

On peut remarquer que pour les deux schémas de discrétisation en temps, la précision op-
timale n’est pas obtenue pour acry, (le coefficient qui correspond au rapport At/h maximal).
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=CPL —
a=CFL/2 -

o 005 0.1 0I5 0. O.K 03°0. 047 0.4 o 005 0. 0I5 0. OK 0370- 047045 0. o 005 0.1 0I5 0. O.K 03°0. 047 0.4 a 005 0. 0I5 0. OK 0370- 047045 0.

ZCrL— A=CFL — Z=CrL— P —
104 a=CFL/2 ... 104 a=CFL/2 «. 104 a=CFL/2 ... a=CFL/2 .
a=CFL3 a=CFL/3 a=CFL3 a=CFL3

o. o o.
Ot5 UT 015 07 055 03 05 0 0 U85 0T U5 07 05 03 095 07 045 D OH5 UT 015 07 055 03 05 07 0 U85 0T U5 07 05 03 095 07 045 O

F1G. 4.4: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Qs — Q1
discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.1

Ceci implique que pour des maillages grossiers on ne peut pas utiliser le pas de temps maxi-
mal. Pour vérifier 'ordre des deux schémas nous avons tracé sur la figure 4.8 les variations
de A(log (V,n —Vp)) en fonction de A(log K). Le fait que le coefficient de stabilité pour le
schéma d’ordre 4 en temps est /3 fois plus grand que celui du schéma d’ordre 2, compense en
partie le colt supplémentaire de la programmation de ce schéma. En fait, le schéma d’ordre
4 est a priori deux fois plus cher que le schéma d’ordre 2 et ceci parce que il nécessite de
calculer deux fois le produit de la matrice Kj par un vecteur de la taille des inconnues. En
effet, rappelons ici le schéma d’ordre 4
| /AP AU A At?

AtQ + Kh th — EKthn == 0

Pour obtenir alors V:H, on calcul dans un premier temps la quantité

1l At?
v =vn 5 KnVi

et ensuite i
Vit =ovt — vl - APKLV,

Cependant, globalement le schéma d’ordre 4 est environ seulement 15% plus cher que le schéma
d’ordre 2, car on peut utiliser dans ce cas un pas en temps /3 fois plus grand. Ceci montre
que le meilleur choix consiste & utiliser le schéma d’ordre 4 pour la discrétisation en temps.

4.4 Elément fini Q5 — Q-.

Sur les figures suivantes nous présentons les courbes de dispersion obtenues pour le schéma
Q3 — Q2 dans les cas d'une discrétisation d’ordre 2 (Figures 4.9 4 4.10), 4 (Figures 4.11 4 4.12)
et 6 en temps (Figures 4.13 & 4.14) pour différentes valeurs du coefficient de Poisson v. Pour
chaque valeur de ¢ et de v on présente trois courbes de dispersion correspondant & des valeurs
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F1a. 4.5: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Qs — Q1
discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.4

de a = At/h différentes. Plus précisément pour a = acpr, (en vert), a = acrr/2 (en bleu)
et @« = acrr,/3 (en rouge).

On peut remarquer sur les figures précédentes que (comme pour le schéma Q2 — 1), la
précision optimale n’est pas obtenue pour acprr quand les schémas de discrétisation d’ordre
2 et 4 en temps sont utilisés. Pour le schéma d’ordre 6 en temps le rapport At/h n’a pas
une influence visible sur la dispersion (les trois courbes sont confondues). Pour vérifier ’ordre
des différents schémas nous avons tracé sur la figure 4.15 les variations de A(log (V,n, — V)))
en fonction de A(log K). Afin de préserver la précision du schéma espace (O(h%)) il faudrait
utiliser le schéma d’ordre 6 en temps. Cependant, d’une part ce schéma est environs deux fois
plus cher que le schéma d’ordre 4 en temps, d’autre part comme nous pouvons le remarquer
sur les figures précédentes la dispersion est pratiquement équivalente pour les deux schémas.
Nous considérons donc, que le meilleur choix consiste & utiliser le schéma d’ordre 4 en temps
car il est un bon compromis entre précision et temps de calcul.

4.5 Analyse de dispersion, le cas tridimensionnel.

Sur les figures suivantes nous comparons les courbes de dispersion obtenues pour trois
schémas différents : nouveau schéma (en vert), schéma des éléments finis (0 (en bleu) et schéma
des différences finis (en rouge). Comme dans le cas 2D pour obtenir ces courbes nous avons
utilisé comme « le coefficient de stabilité des différents schémas. Dans un premier temps on
représente sur les figures 4.16 et 4.17 les courbes de dispersion pour chaque schéma en fonction
de K pour différentes valeurs de ¢ et de v et pour I'angle 6 qui correspond & la direction de
dispersion maximale pour chaque schéma.

Pour conclure nous représentons sur la figure 4.5 les courbes de dispersion en fonction de
K pour différentes valeurs v et aux angles ¢ — 6 qui correspondent a la direction de dispersion
maximale pour chaque schéma.
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F1G. 4.6: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Qs — Q1
discrétisation d’ordre 4 en temps, avec v = 0.1
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F1G. 4.7: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Qs — Q1
discrétisation d’ordre 4 en temps, avec v = 0.4
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FiG. 4.8: L’ordre d’approzimation pour K petit.
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F1G. 4.9: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3 — Qs
discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.1
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F1G. 4.10: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3 — Q>
discrétisation d’ordre 2 en temps, avec v = 0.4
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F1G. 4.11: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3 — Q>
discrétisation d’ordre J en temps, avec v = 0.1
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F1a. 4.12: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3— Q2
discrétisation d’ordre 4 en temps, avec v = 0.4
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F1G. 4.13: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3— Q2
discrétisation d’ordre 6 en temps, avec v = 0.1
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F1a. 4.14: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut) et les ondes S (en bas), schéma Q3—Qs
discrétisation d’ordre 6 en temps, avec v = 0.4
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Fia. 4.15: L’ordre d’approximation pour K petit.
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F1G. 4.16: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au miliew) et les ondes
SH (en bas) pour v = 0.1
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F1G. 4.17: Vitesses de phase pour les ondes P (en haut), les ondes SV (au miliew) et les ondes
SH (en bas) pour v =10.4
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FiG. 4.18: Courbes de dispersion dans la direction de dispersion mazimale pour les ondes P
(en haut), les ondes SV (au milieu) et les ondes SH (en bas).

Interprétation des courbes

— La direction de propagation la moins privilégiée pour chaque schéma est la méme que
dans le cas du probléme semi-discret.

— On peut conclure que le nouveau schéma est plus avantageux que le schéma des éléments
finis @1 car d’une part le cotit de calcul est équivalent pour les deux schémas (pour
v < 1/3 les coefficients de stabilité sont égaux et nous avons un écart maximal de
6% pour v = 0.5) et d’autre part le nouveau schéma présente une dispersion moins
importante que le schéma .

— En ce qui concerne la comparaison entre le nouveau schéma et le schéma des différences
finies, nous avons : pour les ondes de Pression, le nouveau schéma présente une dispersion
moins importante que le schéma des DF pour v < 0.3. Pour les ondes de Cisaillement

(SV et SH), le nouveau schéma présente une dispersion plus petite ou égale a celle du
schéma des DF'.

— Le coefficient de stabilité pour le nouveau schéma est plus petit que celui du schéma des
différences finies et donc en termes de coiit de calcul le schéma de différences finies est
plus cher que le nouveau schéma (le surcotit peut aller jusque & 30%).

— La vitesse des ondes S étant plus petite que la vitesse des ondes P, c’est la courbe de
dispersion pour les ondes S qui définit le nombre de points par longueur d’onde que
nous devons prendre pour avoir une précision donnée. De ce fait, il est trés intéressant
d’avoir un schéma pour lequel la dispersion sur les ondes S est moins importante que la
dispersion sur les ondes P, ce qui est le cas pour le nouveau schéma en 2D et 3D.
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Chapitre 5

La méthode des domaines fictifs

Nous considérons ici le probléme de I’élastodynamique avec des conditions de surface libre sur
une fissure de géométrie complexe. Nous allons présenter dans ce chapitre une méthode numé-
rique basée sur une formulation en domaines fictifs de ce probléme. Cette méthode comporte
les avantages suivants: bonne prise en compte des géométries complexes, stabilité du schéma
numérique et facilité de mise en oeuvre.

Introduction

Les méthodes des domaines fictifs ont été initialement introduites pour la résolution de
problémes stationnaires dans des géométries complexes [3, 30, 32, 31| et ensuite généralisées
aux problémes d’évolution [21, 29, 42, 11, 14]. L’idée de ces méthodes est de remplacer un
systeme d’équations posé initialement dans un domaine de géométrie complexe par un systéme
“similaire” mais posé dans un domaine d’une forme trés simple (typiquement un rectangle en
2D et un parallélépipéde en 3D). La prise en compte des conditions aux limites sur les bords
physiques du probléme initial s’effectue alors de maniére faible par l'intermédiaire d’un mul-
tiplicateur de Lagrange qui “vit” uniquement sur ces bords. Par nature, ces méthodes sont
bien adaptées pour des conditions aux limites essentielles, conditions qui peuvent s’interpréter
comme une contrainte égalité dans l’espace utilisé pour la formulation variationnelle. Les mé-
thodes de domaines fictifs reposent alors sur la dualisation de cette contrainte via la méthode
des multiplicateurs de Lagrange. Pour notre probléme modéle, la condition sur les bords du
domaine de calcul est la condition de surface libre (la composante normale du tenseur des
contraintes est nulle). Cette condition, qui est une condition de type Neumann pour la formu-
lation en déplacement, devient une condition essentielle de type Dirichlet pour la formulation
en vitesse-contraintes de 1’élastodynamique que nous avons considérée au chapitre 1.

L’avantage principal des méthodes des domaines fictifs est que la géométrie particuliére du
probléme initial n’apparait alors que dans le calcul du multiplicateur de Lagrange. Ceci im-
plique en particulier, que pour la discrétisation on peut considérer deux maillages, un maillage
volumique régulier, ce qui donne & la méthode V'efficacité des différences finies, et un maillage
surfacique irrégulier permettant une bonne approximation de la géométrie.

Nous introduisons d’abord la méthode des domaines fictifs pour le probléme de I’élastody-
namique. Dans le cas du probléme continu, nous allons montrer I’équivalence entre le probléme
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initial et la formulation en domaines fictifs. Notons que I’analyse mathématique du probléme
en domaines fictifs repose essentiellement sur la théorie de problémes de point selle (cf. [16],
[19]). Le point délicat est alors I’obtention de la condition inf-sup.

Nous considérons ensuite la discrétisation en espace et en temps de notre probléeme et en
utilisant des techniques d’énergie nous obtenons I'unicité (et donc existence) des solutions
semi-discrétes et discretes. En utilisant également de techniques d’énergie pour le probléme
discret nous allons montrer que la stabilité du schéma est garantie sous une condition de
stabilité explicite qui est indépendante de la méthode des domaines fictifs. Plus précisément,
le schéma est stable sous la CFL, At < acprh o acpy est le coefficient que nous avons
calculé pour le schéma discret dans le chapitre précédent et h est le pas de discrétisation
dans le maillage volumique (qui est régulier). Ce résultat est trés important car il montre la
robustesse de la méthode numeérique.

5.1 Description de la méthode

5.1.1 Présentation du probléme modéle 2D

Soit € un domaine de IR?, de frontiére T'. Nous considérons notre probléme modele, I’élas-
todynamique avec condition de surface libre sur les bords physiques du domaine de calcul: la
composante normale du tenseur des contraintes est nulle sur les lévres de la fissure ou sur la
topographie,

do

AE —e(w) = 0 dansQ (%)
(5.1) g% —dive = f dansQ (i) °
ot
g-n = 0 sur' (i19)

avec les conditions initiales (systématiquement omises dans la suite)
v(0) =0 ; o(0)=0.

Dans ce qui suit nous considérons le cas ou I' correspond a une fissure (la topographie se traite
exactement de la méme fagon). La géométrie du probléme est représentée dans la figure 5.1,
Q désignant dans ce cas le domaine non borné IR? \I". Pour simplifier la présentation nous
introduisons ici un bord extérieur I'p avec des conditions de Dirichlet homogénes sur v,

(5.2) v=0, sur[p.

Pour simuler la propagation des ondes dans le domaine non borné, nous utilisons le modéle des
couches parfaitement adaptées (PML) qui sera introduit dans le chapitre suivant. Introduisons
les espaces fonctionnels

((H = (L))", X=(H(div;Q))’

éOZ{Teé, T-ﬁ':OsurF},
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FiG. 5.1: La géométrie du probléme.

La formulation variationnelle du probléme (5.1), (5.2), s’écrit alors

( Trouver (o,v) :[0,T] —€ X29™ x M tels que:

d
—_— — sym
(5.3) dta(o, T) + b(r,v) =0, vr e XV,

d
Ec(v,w) —blo,w) = (f,w), Ywe M,
ou nous avons posé (cf. chapitre 1 relation (1.18)),

a(o,7) = / Ao : Tdz, V(o,7) € H x H,
o e

(5.4) c(v,w) = / ov - wdz, V(v,w) € M x M,
Q

b(waT):/diVT"wd.iL‘, V(w,7) € X x M.
Q £

\

Selon la théorie classique des EDP hyperboliques, nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 5.1.1 Soit f € C°(0,T; M), alors le probleme (5.3) admet une solution unique
(o,v) dans CI(O,T;ééym) x CH0,T; M).

De plus nous avons I’estimation d’énergie classique,
! 1
£(t) =£(0) +/ (f(s),0(s))ds, avec E(t) = 5 (a(o,0) + c(v,v)).
0

5.1.2 Meéthodes d’approximation classiques

Les méthodes numériques les plus couramment utilisées pour résoudre le probléme (5.1)-
(5.2)-ou sa formulation variationnelle (5.3)- sont les suivantes:

1. Les méthodes des différences finies (en domaine temporel).
2. Les méthodes des éléments finis (en domaine temporel).

3. Les méthodes des équations intégrales en temps (potentiels retardés).

108



Méthodes d’éléments finis et de différences finies Nous examinons d’abord les deux
premiéres méthodes qui présentent la caractéristique commune de nécessiter un maillage volu-
mique du domaine €. Avec la méthode des éléments finis on peut utiliser un maillage irrégulier
qui respecte bien la géomeétrie de la fissure (figure 5.2-a), tandis que, avec les différences finies
on forme une grille des points réguliére qui conduit & une approximation en escalier de la
géométrie (cf. figure 5.2-b). Dans les deux cas plusieurs inconvénients apparaissent:

]

o1

[
N

F1G. 5.2: Les maillages : (a) en éléments finis irréguliers, (b) différences finies.

— Les méthodes des éléments finis irréguliers présentent un coiit de calcul élevé a cause de
la nature non structurée des données (ceci reste vrai méme pour des méthodes permet-
tant la condensation de masse). De plus, la présence éventuelle de “petits” éléments en
combinaison avec la condition de stabilité (CFL) peut conduire & un pas de temps At
“petit”, ce qui entraine un surcott de calcul.

— Avec la méthode des différences finies ces inconvénients sont évités. Néanmoins, a cause
de 'approximation en escalier de la géométrie, des diffractions parasites sont introduites
dans la solution. Pour remédier & ce probléme il faut alors utiliser un maillage assez fin,
ce qui entraine des calculs supplémentaires. Un exemple numérique qui met en évidence
ces inconvénients dans le cas du probléme de Maxwell a été présenté par F. Collino, F.
Millot et P. Joly (cf.[20]).

Les méthodes des équation intégrales en temps Les méthodes des équations intégrales
en temps, dites potentiels retardés, ont été introduites il y a quelques années pour le probléme
acoustique ([15]). Depuis, plusieurs travaux ont développé ces méthodes, en acoustique |25,
27, 36|, en électromagnetisme [48, 40, 35, 44] et en élastodynamique [9, 8]. Ces méthodes
permettent de se ramener & un probléme posé sur la frontiére de l'obstacle (la fissure en
loccurrence), tout en prenant en compte le comportement de la solution & l'infini par le
biais de la solution fondamentale. L’avantage principal de ces méthodes par rapport aux
méthodes des différences finies et des éléments finis est qu’elles permettent de travailler avec un
maillage surfacique (et donc de gagner une dimension en espace) car l'inconnue vit maintenant
uniquement sur la surface de I’obstacle. De plus, on n’a pas besoin dans ce cas d’un traitement
spécial pour prendre en compte le comportement & l'infini de la solution car les conditions a
Iinfini sont satisfaites de maniére exacte. Ces méthodes sont donc trés attractives lorsqu’on
peut les utiliser, c’est & dire lorsqu’on dispose de la fonction de Green du milieu considéré. En
ce qui concerne l’élasticité, ceci est bien sir toujours possible en milieu isotrope homogeéne.
On pourrait encore traiter certains milieux hétérogénes particuliers : par exemple des milieux
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stratifiés en s’inspirant des travaux développés en statique [4] ou des milieux homogénes a
Iextérieur d’'un domaine borné en utilisant un couplage avec une méthode d’éléments finis
comme ca a été fait en acoustique [27, 36] et en électromagnétisme [44]. Par contre, il est
impossible de traiter un milieu anisotrope hétérogéne quelconque.

Du point de vue numérique ces méthodes sont assez difficiles & mettre en oeuvre. En
particulier, elles nécessitent une évaluation précise d’intégrales doubles en espace et simples
en temps, comportant des noyaux singuliers. De plus, comme elles comportent un terme de
convolution en temps il faut stocker le passé de la solution, ce qui peut s’avérer assez cotiteux
du point de vue stockage. Notons que les travaux menés ces derniéres années sur les potentiels
retardés ont permis d’acquérir un savoir faire pour controler la stabilité de ces méthodes.
Néanmoins il semble qu’on ne dispose pas d’'une analyse rigoureuse de cette stabilité. Les
études numériques ont montré que, selon les espaces d’approximation utilisés, on pouvait
aboutir soit & un schéma instable, soit & un schéma stable sous une condition de type CFL
(c’est a dire du type cAt/Az < «) soit méme & un schéma stable sous une condition “inverse
CFL” c’est a dire du type cAt/Az > « (cf [48]). En pratique les approximations utilisées sont
bien str celles qui conduisent & un schéma stable sous une condition CFL, condition qui est
assez contraignante (a ~ 0.3 ou 0.4).

C’est pour éviter ces inconvénients que nous avons choisi d’utiliser 1a méthode des domaines
fictifs. D’une certaine facon, cette méthode apparait comme une solution de compromis, car
elle présente une efficacité analogue a celle des différences finies tout en permettant une bonne
approximation de la géométrie. Comme nous allons le voir la méthode des domaines fictifs
a certains points communs avec la méthode des équations intégrales. Notamment, le prolon-
gement de la solution respecte la continuité de o - n (n étant la normale) et A correspond a
I'inconnue des équations intégrales lorsqu’on représente la solution v sous forme d’un potentiel
de double couche (cf. [10]).

5.1.3 Formulation du probléme en domaines fictifs

Notre objectif est maintenant de remplacer le systéme (5.1) - (5.2) posé initialement dans
le domaine 2 par un systéme “similaire” mais posé dans un domaine d’une forme trés simple,
qui sera ici le domaine C' = Q UT'. Pour ce faire, on va prolonger le probléme initial dans C
et écrire les équations au sens des distributions, (on note toujours v et o ce prolongement)

(.0
Aa—j —e(v) = wvér dans C
@—di = f+([e-njr=0) dans C
(5.5) Ot~V T g = :
v = 0 sur I'p
L o1 =0 sur I'
ot v est le tenseur défini par
v, = [vi]ny,

[v;] étant le saut de la i-éme composante de la vitesse et n; étant la j-éme composante de la

normale (cf. figure 5.3). Le saut de la composante normale de o sur la fissure ([0 - n]r) est nul
a cause de la condition de surface libre. Pour des fonctions tests 7 et w assez réguliéres on
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F1G. 5.3: La géométrie du probléme avec la méthode des domaines fictifs.

peut écrire le systéme (5.5) sous la forme suivante,

d

—/AJ:Tdaz -I—/diVT-vdaz :/[v]-(T-n)ds
dt Je C r

d .

— | v-wdz —/dlva-wdw :/f-wdaz
dt Jo c c

Pour une méthode numérique basée sur cette formulation, un maillage de € est toujours né-
cessaire car il faut connaitre la valeur de la vitesse de part et d’autre de la fissure pour calculer
le terme [v]. La méthode des domaines fictifs consiste & introduire une nouvelle inconnue A
surfacique correspondant a [v]. On considére dans ce cas les fonctions tests 7 € X*¥™ et w € M
avec

(5.6)

X = (H(div ;C))?,
(5.7) X0 = {T exX, 7 symétrique},
M = (L*(0))*.

Nous avons alors que 7-n|r € (H~'/2(I))2. I est donc naturel de choisir A dans 'espace dual
de (H1/2(T))?, c’est a dire I'espace (H'/2(I"))2. Plus précisément comme le saut de la vitesse
est nul sur les bouts de la fissure, on cherche A € G = (H&éQ(I‘))z. Finalement, pour prendre

en compte la condition aux limites sur la fissure on rajoute a (5.6) I’équation suivante,
<o-n,pu>x=0, VueG

La formulation variationnelle s’écrit alors,

( Trouver (o,v,A) :[0,T] —€ X*™ x M x G tels que:
d
—a(o,7) +b(r,v) —bp(r,A) =0, Vr e XM
dt =
(5.8)
d
%C(’U, w) —b(O', ’UJ) = (f7 w)7 Vw € M:
\ bI‘(O’, ,U,) = 07 VM € Q:

111



avec les formes bilinéaires a(-,-), b(+,+) et ¢(-, -) définies par (5.4) en remplagant Q par C et o
br(-,-) est définie par
(59) bF(Ta #) =<T-n,i >T, V(Ta #) E£XQ

Remarque 5.1.1 L’énergie du probléme (5.8) coincide avec l'énergie du probléme initial
(5.3), E(t) = 3(a(o,0) + c(v,v)) et nous avons lidentité d’énergie

t
&0 = £0)+ [ (7). 0(5)is
0
Par la continuité de la forme bilinéaire bp(-,-) sur X x G, on peut définir les opérateurs
Br:éég'etb’f«:gaé'par
(5.10) < Brr,p >r=<T1,Bfp>r=<71-n,u>r, Y(r,p) € X xG

5.1.4 Equivalence entre les deux formulations

Rappels - Condition inf-sup Soit X et Y deux espaces de Hilbert et I(-,-) une forme
bilinéaire continue sur X x Y. On peut définir alors les opérateurs L : X — Y’ et L! : Y — X'
par

< Lx,y >yivy=<z, L'y >y xi=U(z,y), V(z,y) € X xY,
et nous avons le résultat suivant (cf. [19]),

Lemme 5.1.1 Les trois propositions suivantes sont équivalentes:

- dk >0, inf sup
ve¥zex [lzlx llylly

— L est surjectif.
~ Ker L' = 0 et ImL est fermé.

L’opérateur trace Br est linéaire continu et surjectif de X dans G’ = (H~'/%(T"))2, donc d’aprés
le Lemme 5.1.1 on déduit la condition inf-sup suivante:
b
(5.11) B> 0, inf sup LS
ned rex ITllx llelle

Définition 5.1.1 (Solution forte du probléme initial (5.3))
On appelle solution forte du probleme initial (5.3) tout couple (o,v) € (CO(O,T;g[S]ym) N
C'(0,T;H)) x (C°(0,T;V)NCH(0,T, M)), tel que (5.3) ait lieu.
Définition 5.1.2 (Solution forte du probléme des domaines fictifs (5.8))
On appelle solution forte du probleme (5.8) tout triplet (o,v,)\) € (C°(0,T;(H(div;C))?) N
CH(0,T5 (L2(C))h) x (CO0, T3 (H'(€2))?) 0 CH0,T, (L3(C))?)) x (CO(0,T; (Hgh (1)), tel
que (5.8) ait liew.
Nous avons alors le résultat d’équivalence suivant:
Théoréme 5.1.2 o Soit (0,v) solution forte du probléme initial (5.3) alors si X = [v]r, on
aXe CY0,T;(HY?("))?) et (o,v,)) est solution forte du probleme (5.8).
e Soit (o,v, ) solution forte de (5.8) alors (o,v) satisfait le probléeme (5.3).

La preuve de ce théoréme est immédiate, le point clé est que la relation B4[v] = BLA implique
A = [v]r, car nous avons par la condition inf-sup Ker BL = 0.
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5.1.5 Approximation en espace de la formulation en domaines fictifs

Comme nous 'avons déja remarqué l’avantage principale de la méthode des domaines
fictifs est qu’elle nous permet de considérer deux maillages. En effet, pour la discrétisation
on considére d’une part un maillage volumique 7; du domaine C' et d’autre part un maillage
surfacique T'yy de la fissure T' (cf. figure 5.4). De plus, comme le domaine C' a une géométrie trés
simple, on peut considérer un maillage 7} régulier constitué de carrés de coté h. Au contraire,
afin d’obtenir une bonne approximation de la géométrie de la fissure, on choisit un maillage
'y (H = ir;f Hj) irrégulier. Pour I'approximation en espace du probléme, on considére les

jmn]

o1

m

—h

FiG. 5.4: Les deuxr maillages.

espaces discrets X;,*™ C X*¥™, My, C M et Gy C G. Le probléeme semi-discrétisé en espace
s’écrit alors, -

( Trouver (o, vp, Air) :[0,T] —€ X3, x My, x Gy tels que:
d
—a(ah,Th) -l-b(Th,’Uh) _bF(Th;)\H) =0, V1), € thym,
dt p—
(5.12)
d
Ec(vhawh) _b(o-hawh) = (f7 wh)a vwh € %7
| br(on,pm) =0, Vum € Gy

Existence et unicité de la solution du probléme semi-discret
Dans ce qui suit on suppose que la condition inf-sup discréte suivante est vérifiee. Nous re-
viendrons plus loin sur ce point.

Définition 5.1.3 - Condition inf-sup discréte non-uniforme.

b
(5.13) 3, >0, inf  sup - E{Thot)

T 2 kn
un€Gy mex, v [|allxllemlle

Comme dans le cas du probléme continu, on peut définir les opérateurs B,l; : Xp, — Gy et
(BI) : Gy — X par

< By, pur >1=< 13, (B})'pgr >r=< 13 - n, pg >v, Y(th,pn) € X X G-

113



L’existence et 'unicité de la solution du probléme semi-discret découlent d’une part de I'iden-
tité d’énergie (pour oy, vp,), d’autre part de la condition inf-sup discréte non-uniforme (pour

Arr). En effet, soit o5, = cr,i — J}ZZ, vy, = v,ﬁ — v,% et \gp = )\}q — )\%I avec oi,v}l, )\}q et O'}Zli)i,)\%[
deux solutions du probleme (5.12) (avec les mémes données initiales). Alors o, vy, Ay sont
solutions du probléeme

( Trouver (3,9, Ag) :[0,T] —€ X3™ x My, x G tels que:
d — ~ N sym
—a(on, )  +b(th,vn)  —br(my, Am) =0, Vm, € X307,
dt j—

(5.14)

d . ~
Ec(vh,wh) —b(op, wp) =0, Ywp € My,

\ bF(El:aMH) = 07 VMH € QH

Par I’identité de 1’énergie on obtient alors,

d& | U
—n = 07 avec Eh = —((L(O’h, o-h) + C(’Uh,’l}h))
dt 2

d’ou,

En(t) = En(0) =0

et par la coercivité de a(-,-) (resp. de c(+,-)) dans (L*(C))* (resp. (L?*(C))?) on obtient o} = o}
et U}L = v,zl. La premiére équation du systéme (5.14) s’écrit alors

bF(Tha j‘_\;{) = 07 VTh € &sym,

ce qui implique Ay = 0, car nous avons par la condition inf-sup discréte (5.13) et le Lemme
5.1.1 que Ker (B})! =0.

Formulation matricielle du probléme semi-discret

Introduisons maintenant By, = {T[}év:ll, By, = {¢I}§v:21 et By, = {'U,I}?El les fonctions de
base de X},*™, M}, et G j; respectivement, avec N1 = dimX},*¥™, Ny = dimM), et N3 = dimG
et notons ensuite [] = (21, ..., n,), [V] = (Vi, ..., Vi, ) et [A] = (A1, ..., An, ), les coordonnées
des fonctions oy, v, et Ay sur ces bases. Nous pouvons alors réécrire le probléme (5.12)
sous la forme matricielle suivante: trouver (X,V,A) € L*(0,T;(IRM)) x L?(0,T; (RY?)) x
L2(0,T; (IRN?)) tels que

s

My—> +BI'v —mB)"A =0,

(515) w Y _ps _r
dt ’

B> =0,
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avec
(1) (Mo)r,g = (A1, Tr) (120> 1 <1, J < Ny,
(i) (My)r,; = (ebr, d1) (122 1 <L, J <Ny,
(éit) (Bp)r,g = (¢IadiVTJ)(L2(Q))2 , 1<T< Ny 1<J< Ny,
(i)  (BR)rs = (41,77 n) g2y, 1<T< N, 1<J <N,

(v)  (F)s=(f, ¢J)(L2(Q))2 1<J <Ny

et ott BY (resp. (IB})") désigne la transposé de la matrice 1By, (resp. IBL).

5.1.6 Discrétisation en temps

Pour approcher le probléme (5.15) en temps, on utilise une méthode des différences finies
centrées, d’ordre 2. Soit At le pas de discrétisation en temps, pour obtenir un schéma centré,
on calcule la vitesse et le multiplicateur de Lagrange aux instants entiers (t" = nAt) et les

1
contraintes aux instants semi-entiers t"*1/2 = (n + §)At' Soit vy = vy (nAt), Ny = A (nAt)
et UZ—H/Z = op ((n + %) At), on note V™, A" et £"1/2 les coordonnées de ces fonctions sur
les bases By, , By, et By, respectivement. Le probléme discret s’écrit alors,

( Trouver (2nF1/2, v+l A7) ¢ RM x RM x R™ tels que:
2n+1/2 _ En—l/Z

(5.16) At

Vn-i—l —_yn
M,———
At

+B] V" —(B),)TA" =0,

_IBhEn—i—l/Q _ Fn—l—l/Z,

By tl/2 =0,

\

On peut aussi réécrire ce probléme sous la forme suivante:

M, —(By)AL\ [ =i/ M,xr=1/2 — AtBL V™
(5.17) _

~B,At 0 A" 0
et
(5.18) M, V" = M, V"™ + AtIB, S Y2 + AtF" /2

Le résultat d’unicité (et donc d’existence) de ce probléme est alors immédiat. Pour le vecteur
(27172 A7) il découle de la condition inf-sup discréte (5.13) et de la positivité de la matrice
M, . Ensuite V™! est définie de facon unique par le systéme (5.18).
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Stabilité du schéma discret
Nous considérons ici le schéma discret, avec un second membre et des données initiales nulles.

( Trouver (271/2 Y7t An) ¢ RM x RN x R™ tels que:
En-l—l/Z _ En—l/?
7 At

Vn+1 —_yn
At

+]BlI;Vn _(]BIE)TAn = 07
(5.19)

—B, Y +1/2 =0,

B,E /2 =0,

\

Nous avons omis la matrice M, car elle est égale a la matrice identité. On définit ’énergie
discréte par,

1

n
(5.20) & =5

((Vn—l—l, Vn) + (ngn—i—l/Q, 2n+1/2)) ,

et nous supposons que la condition de stabilité suivante est satisfaite,

At?
(5.21) THIB}I;IBhH <a<l
avec
B,3, B,%
BB = sup (D)
EeIRNl (MUEaE)

Nous pouvons alors montrer le lemme suivant,
Lemme 5.1.2 Sous la condition (5.21), la quantité £ est positive et nous avons
gt =&, Wn

Démonstration. Nous montrons d’abord que la quantité & est positive. En effet, nous
avons,

Vn+1 4+ yn Vn+1 + Vn) B (Vn+1 —_yn Vn+1 —_yn

929 n+1 ny _
R NN P —

).
Par la deuxiéme équation du systéme discret (5.19) on obtient,
(Vn—l—l o Vn, Vn—l—l o Vn) — AtQ(IBhEn-H/Z, IBhEn+1/2),

d’on
Vn+1 vn 2 AtZ
(Vn-l—l,Vn) — || : “ _ I (IBhEn+1/2,IBhEn+1/2).

Ce qui donne finalement,

||Vn+1 +VnH2
—_—t

2] = -

2 +1/2 +1/2
(M02n+1/2,2n+1/2) (1 _ At (IBhEn / , BpE" / )) >0

4 (MO_En-l—l/Z,En—i—l/Q)
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Nous allons montrer maintenant que ’énergie discréte se conserve. Nous prenons le produit
scalaire de la premiére équation du systéme (5.19) par (27+1/2 4 57=1/2) /2 on obtient alors,

(M02n+1/2, En+1/2) _ (M02n71/2, En71/2)
2At

(5.23)

swn+l/2 4 yn—1/2
+ (IB,{’V", ; =0

En écrivant ensuite la deuxiéme équation du systéme (5.19) aux instants n + 1 et n et en
faisant la demi somme, on a

yntl _ pn—l sn+1/2 + sn—1/2 3
2At " 2 a

En prenant le produit scalaire de cette équation par V", on obtient

n+l yny _ n yn—1 n+1/2 n—1/2
(5.24) Vv - VRV <1BhE 2 ,V") = 0.

2At 2

En sommant finalement (5.23) et (5.24), on a

g -&t 0
At N
]

Remarque 5.1.2 La condition de stabilité (5.21) est indépendante de la méthode des do-
maines fictifs. Il s’agit en effet de la condition de stabilité du systéme discret,

( Trouver (X"1/2 V7+1) ¢ RNt x RM? tels que:
wnt+l/2 _ yin—1/2
< MU' A
t

Vn-i—l —_yn
M,———
\ At

+B) V" =0,

_Ithn—I—l/Q — pntl/2

correspondant au probléme sans fissure. Nous avons vu par ailleurs, dans le chapitre J que ce
systeme est équivalent au systéme du second ordre

Vn—l—l —oym L Vn—l
At?

+B,M,'Bfv" =0

pour lequel la condition de stabilité est

A2 |Bu M, By
1 <
Remarque 5.1.3 L’énergie discréte ne faisant pas intervenir le multiplicateur de Lagrange,
on ne peut pas déduire des estimations sur A™ de la conservation d’énergie. Cependant, les
techniques d’énergie nous permettent d’obtenir des estimations sur 3, V et leurs dérivées
discrétes qui sont indépendants de At et h (cf. [42]). Si de plus la condition inf-sup discréte

uniforme est satisfaite (i.e la condition (5.13) en remplacant kj, par une constante positive
indépendante de h) on peut alors obtenir des estimations sur A™.
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Remarque 5.1.4 Du point de vue théorique la méthode est stable sous la condition inf-sup
discréte (5.13), car c’est cette condition qui assure que la matrice B M1 (BF)T est inversible.
Si de plus, la condition inf-sup discréte uniforme est satisfaite, alors nous pouvons montrer la
convergence de la méthode (cf. [50]). La démonstration de ces conditions (en particulier de la
condition uniforme) n’est pas toujours évidente. Nous avons essayé de la montrer en supposant
qu’une condition de compatibilité de la forme suivante

H > ch,

est satisfaite. Ceci parce que dans un certain nombre d’autres applications [34, 30], il a été
montré de maniere théorique qu’une condition de compatibilité entre les pas des deux maillages
est nécessaire pour obtenir la condition inf-sup uniforme. Notons que dans ces études deur ap-
proches différentes ont été suivies. En ce qui concerne la valeur de la constante ¢, dans [30]
une valeur explicite et probablement pessimiste a été déterminée, au contraire dans [34] la
constante ¢ est supposée assez grande mais elle n’est pas connue explicitement. Malheureu-
sement, nous n’avons pas réussi & généraliser ces approches dans notre cas. Cependant, du
point de vue numérique nous avons observé que la matrice ]BZM;I(IB,E)T est inversible, si la
condition de compatibilité suivante est satisfaite,

3
H > —h.
2

5.1.7 Résolution pratique

En pratique nous avons considéré les espaces discrets XY™

et M} correspondant a 1'élé-
ment de plus bas degré de la famille d’éléments finis mixtes définie dans le chapitre 1. Dans
le cas bidimensionnelle, pour définir I'espace G C G, on introduit un maillage I'y de I' € IR
en segments S (illustré sur la figure 5.5). L’espace choisit pour approcher le multiplicateur de

Lagrange A est ’espace d’éléments finis Py continus,
(5.25) Gy ={pm € (C°(T))*/ VS €Ty, nuls € (P*(S))*}.

De méme dans le cas tridimensionnelle, on introduite un maillage Ty de T' € IR? en triangles T
(illustré sur la figure 5.5) et on approche I'inconnue A & I'aide des d’éléments finis P; continus,

Gy = {ﬂH S (CO(F))3 /YT €Ty, pulr € (PI(T))S}.

Pour calculer la matrice de masse M, on utilise la formule de quadrature habituelle,

B2 &
/dexzzzz_;f(Mi).

Dans ce cas on obtient une matrice de masse M, diagonale par bloc (pour plus des détails voir
section 1.1.2). Le systeme (5.17) devient alors explicite pour les inconnues X7 +1/2 et V7! (Ia
matrice M, étant diagonale pour le produit scalaire habituel). Pour calculer 'inconnue A™ on
réécrit la premiére équation du systéme (5.17) sous la forme suivante,

sn+l/2 _ swn—1/2

My (1) A" = N

+ My BV
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segment S

triangle T

FiG. 5.5: Fxemple de maillage pour \ en deuz et trois dimensions.

d’olt en multipliant par IBE on obtient

B£2n+1/2 _ ]Bgz;n—l/Q

B, (BT A = _

+ B, M, 'BLV"

En utilisant ensuite la derniére équation du systéme (5.17) qui est vérifiee pour tout n on a,
B£2n+1/2 _ ngn—l/Q —0.

Donc la résolution de (5.17) revient & calculer successivement,

— A" par une résolution du systéme linéaire:

IBZszrl/? _ ]Bgznflﬂ

IB;, M, (B,)" A" = N

+ B, M, B V",

— yntl/2 par
w2 — =2 AtMTBT VT 4+ AtM (BT A™

— et V™! par
Vn+1 —yn +AtMJIIBh2n+1/2 +AtM,;1Fn+1/2.

Comme nous ’avons déja remarqué dans les chapitres précédents, grace a la condensation de
masse on peut éliminer les inconnues associées au tenseur de contraintes. Le probléme discret
(5.16) s’écrit alors sous la forme équivalente suivante,

(5.26)
Trouver (V™ A™) € RM x R™M tels que:

Vn-i—l —_oyn 4 Vn—l
! At?
BrM,'BEA" = BrM, ‘BT V™,

Fn+1/2 _ Fn—1/2
At ’

+ B, M, 'BIv" - B,M, !BIA" =
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Le systéme (5.26) est sans doute moins cher du point de vue stockage et c’est celui que
nous avons implémenté dans le cas des milieux homogénes. Cependant, dans le cas des mi-
lieux hétérogénes nous avons préféré implémenter le systéme (5.17) car le calcul du terme
B, M; ! BLA™ devient vite assez lourd.

Le surcott de la méthode des domaines fictifs par rapport & une méthode des différences
finies classique vient du calcul de I'inconnue A™ & chaque pas de temps, qui nécessite I'inversion
de la matrice

I3, M, ' (1B],)"
C’est une matrice symétrique et définie positive sous 'hypothése de la condition inf-sup dis-
créte (5.13). Cependant on peut considérer que ce surcoiit est marginal car,

e La dimension de cette matrice est égale & N3 (la dimension de 'inconnue A™) et donc
sa taille est petite par rapport aux dimensions du probléme volumique. De plus cette
matrice a une structure bande, la taille de cette bande dépend du maillage mais elle est
en général petite (en pratique inférieure a 10 en 2D).

e  Cette matrice ne dépend pas du temps et donc en pratique on effectue au début du
programme une factorisation et ensuite & chaque pas de temps on effectue la descente-
remontée.

Sur le calcul de la matrice IB},

L’élément le plus délicat du point de vue de I'implémentation est sans doute le calcul de la
matrice B}, toutes les autres matrices intervenant dans les calculs sont en effet les mémes
que pour le probléme sans obstacle. On peut remarquer que cette matrice prend en compte le
couplage entre les deux maillages, car ces éléments sont définis par

(B)r,g = (1,75 - 1) g2y 1 < T < Ny, 1< J <Ny

L’évaluation de ces termes nécessite de calculer dans le cas bidimensionnel I'intersection d’un
segment avec un carré et dans le cas tridimensionnel I'intersection d’un triangle et d’un cube.
(C’est bien siir le cas 3D qui est le plus délicat. Je tiens a remercier ici particuliérement S. Garces
qui a mis au point un algorithme performant permettant ce calcul. Les aspects théoriques et
numériques de cet algorithme sont décrits dans [29]. Nous allons simplement expliquer ici la
structure creuse de cette matrice.

Considérons par exemple A; le degré de liberté associé au point M; sur le maillage 'y
(cf. figure 5.6). La fonction de base py est la fonction chapeau qui vaut 1 sur le point M; et
0 sur les points M; 1, M;_1, le support de cette fonction est donc limité aux deux segments
Si—172, Siy1/2- 1l est alors évident que les seuls termes (IBY) 7,7 qui sont non nuls corres-
pondent aux indices J du maillage volumique qui sont associés aux éléments qui ont une
intersection avec les segments S;_1/9, Sj11/2 (voir figure 5.6). Concernant maintenant la ma-
trice ]BEM(; 1(IBE)T il est facile de voir qu’elle a une structure bande, la largeur de la bande
dépend en général des deux maillages mais elle reste toujours petite. Pour ’exemple considéré
dans la figure (5.7) le sommet M; est couplé avec ses 4 voisins et comme A est un vecteur de
dimension 2 la largeur de la bande est dans ce cas 10.
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F1G. 5.6: Le couplage entre les deuxr maillages
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FiG. 5.7: Le couplage entre les deux maillages
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Chapitre 6

Résultats numériques

Pour illustrer les capacités de la méthode numérique que nous avons développée, nous pré-
sentons une expérience numérique en 2D. Nous renvoyons a [50] pour d’autres simulations
(notamment en 3D).

6.1 Une expérience de géophysique - milieu avec surface libre

Soit 2 un domaine non borné de IR%, occupé par un milieu élastique isotrope. Nous sommes
intéressés ici par la modélisation de la propagation des ondes élastiques dans ce milieu. Pour
caractériser le milieu de propagation nous donnerons les vitesses des ondes P et S V), et
Vsprécisément, nous considérons ici le probléme de 1’élastodynamique dans un domaine avec
une surface libre de géométrie complexe, la géométrie du probléme est illustrée sur la figure
6.1. Nous présentons deux expériences: la premiére dans un milieu homogéne isotrope et la
deuxiéme dans un milieu hétérogéne isotrope.

Afin de résoudre numériquement le probléme de I’élastodynamique dans € nous considérons
un domaine borné C' = [0, 80] x [0,80], entouré de couches absorbantes (PML). Le maillage

volumique sur C' est un maillage régulier de pas h = —.

La condition aux limites on = 0 posée sur la frontiére libre I'g est prise en compte avec
la méthode des domaines fictifs présentée dans le chapitre 5: nous avons donc un deuxiéme
maillage surfacique (cf. figure 6.1).

Pour la discrétisation en espace de la formulation en vitesse-contraintes de 1’élastodyna-
mique nous utilisons la nouvelle famille d’éléments finis mixtes décrite dans le chapitre 1.
Plus précisément nous considérons ici I’élément fini de plus bas degré. La discrétisation en
temps s’effectue ensuite a 'aide d’un schéma de différences finies d’ordre 2 (cf. chapitre 3).
Pour choisir alors le pas de discrétisation en temps nous utilisons les résultats de ’analyse de
stabilité donnés dans le chapitre 3. Plus précisément nous avons,

avec acrr = 1/V, le coefficient de stabilité pour le nouveau schéma en 2D.

Dans 'expérience qui va suivre nous utilisons une source excitatrice située au point S =
(36.67,56.67) a l'intérieur du domaine de calcul. Ceci revient a résoudre le probléme avec un
second membre f(z,t) donné par

f(z,t) = F(t)g(r) ,
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avec

O S (10 to)e ™ F6U=00)" 5 ¢ < 2ty
0 sit > 2ty

1 Vi

ty = o fo= fN—L la fréquence centrale,

Ny =10 = le nombre de points par longueur d’onde S,

(6.1)

—

et g(r) est la fonction radiale: (7= (z; — 7,22 — z5), r = |7])

(62) jr) = (1 - f>3 15,2

ou 1p, est la fonction indicatrice du disque By, le disque de centre S et de rayon a(= 5h).
Finalement, dans les couches absorbantes nous utilisons le modéle suivant pour la fonction
d(x) (cf. [22])

(63) ) =dy (2)"

ou 6 = 5h est la largeur de la couche et dy est un paramétre donné par

1\ (L+1)V,
dgzlog (E)%,

avec R = 0.01 le coefficient de réflexion théorique et L = 2.

Profil Vp (=1.6 Vs)

[Jasover
O 12601
[ 121
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a 1 1 1oms
! B 1o
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nilieurélastiqu — e
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IR Q=07"+0Q | | [’
FiG. 6.1: Le probléme en domaine borné. Gauche: Les deuxr maillages. Droite: e modéle des
max V
vitesses pour le milieu hétérogéne , P —921 et Vp = 1.6V5.
inV),

Le milieu homogéne est caractérisé par les vitesses V, = v/5 m/s et V; = /2 m/s. Le

milieu hétérogéne est décrit par le modéle des vitesses illustré sur la figure 6.1 et nous avons
max V),

v 2.1 et V,, = 1.6V,. Pour la discrétisation nous avons approché ce modéle par des
minV,,
constantes par morceaux (une valeur par élément). Sur la figure 6.2 nous avons représenté
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F1G. 6.2: La norme de la vitesse (\/vi +v3) a t = 12s

la solution (la norme de la vitesse) pour le milieu homogene dans le domaine de calcul tout
entier. Nous rappelons que d’un point de vue théorique la solution doit étre nulle au dessus de
la surface libre. D’un point de vue numérique, elle n’est pas identiquement nulle mais elle est
en effet proche de zéro. Nous présentons sur les figures suivantes la norme de la vitesse pour
le probléme posé en milieu homogéne dans le domaine physique & différents instants.

FI1G. 6.3: La norme de la vitesse \/v? 4+ v3 dans le milieu homogéne auz instants t = 6 s, 9 s,
15s, 21 s, 27 s, 33 s.

Nous présentons ensuite la solution pour le probléme posé en milieu hétérogéne.

La source que nous avons utilisée dans ces deux expériences correspond & une force radiale.
Dans le cas du milieu homogéne ’onde émise initialement par la source est une onde de
Pression, comme nous pouvons ’observer sur les figures. Cette onde se réflechit ensuite sur la
surface libre et donne naissance a une onde P et une onde S, comme dans le cas du demi plan.
Comme le milieu est homogeéne 1’énergie est equirépartie sur les fronts d’ondes. Nous pouvons
voir également des ondes diffractées par les points anguleux de la topographie et des ondes de
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F1G. 6.4: La norme de la vitesse \/v? +v3 dans le milieu hétérogéne auz instants t = 19.35 s,
32.25 s, 45.15 s, 70.95 s, 96.75 s.

surface.

Dans le cas du milieu hétérogéne les phénomeénes sont plus complexes. La méme source
émet dans ce cas une onde de Pression mais aussi une onde de Cisaillement. Chacune de ces
ondes est ensuite réfléchie par la surface libre et transformée en des ondes P et S. A cause de
I’hétérogeénéité du milieu, les fronts d’ondes ne sont plus circulaires et ’énergie est concentrée
en certains endroits. Comme dans le cas du milieu homogéne on observe également des ondes
diffractées par les points anguleux de la topographie et des ondes de surface.

Dans les deux expériences on remarque que les couches PML font trés bien leur travail: il
n'y a pas des réflexions parasites induites par les bords artificiels (le coefficient de réflexion
est ici 1%).

125



Bibliographie

(1]

[10]

[11]

[12]

[13]

M. Amara and J.M. Thomas. Equilibrium finite elements for the linear elastic problem.
Numer. Math., 33:367-383, 1979.

Douglas N. Arnold, Franco Brezzi, and Jim Douglas. PEERS: A new mixed finite element
for plane elasticity. Japan J. Appl. Math., 1:347-367, 1984.

C. Atamian and P. Joly. Une analyse de la méthode des domaines fictifs pour le probléme
de Helmholtz extérieur. Technical Report 1378, INRIA, 1991.

D. Aubry and D. Clouteau. A regularised Boundary Element Method for Stratified Media.
In G. Cohen, L. Halpern, and P. Joly, editors, Mathematical and Numerical Aspects of
Wave Propagation Phenomena, pages 660-668. STAM, 1991.

B.A. Auld. Acoustic Fields and Elastic Wawves in Solids, volume T et II. Wiley, 1973.

Ivo Babuska. The Finite Element Method with Lagrangian Multipliers. Numer. Math.,
20:179-192, 1973.

A. Bamberger, G. Chavent, and P. Lailly. ’Etude de schémas numériques pour les équa-
tions de I’ élastodynamique linéaire. Technical Report 41, INRIA, 1980. Rapport Interne.

D. Barbier. M¢éthode des potentiels retardés pour la simulation de la diffraction d’onde
élastodynamique par une fissure tridimensionnelle. PhD thesis, Ecole Polytechnique, 1999.

E. Bécache. Résolution par une méthode d’équations intégrales d’un probléeme de diffrac-
tion d’ondes élastiques transitoires par une fissure. PhD thesis, Univ. of Paris VI, 1991.

E. Bécache and T. Ha Duong. A Space-Time Variational Formulation for the Boundary
Integral Equation in a 2D Elastic Crack Problem. RAIRO, M2AN, 28(2):141-176, 94.

E. Bécache, P. Joly, and C. Tsogka. Fictitious domain method applied to the scattering
by a crack of transient elastic waves in anisotropic media: a new family of mixed finite
elements leading to explicit schemes. pages 322-326. STAM, 1998.

E. Bécache, P. Joly, and C. Tsogka. A new family of mixed finite elements for the linear
elastodynamic problem. Technical report, INRIA, 1999.

E. Bécache, P. Joly, and C. Tsogka. An analysis of new mixed finite elements for the
approximation of wave propagation problems. SIAM J. Numer. Anal., 37:1053-1084,
2000.

126



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

E. Bécache, P. Joly, and C. Tsogka. Fictitious domains, mixed finite elements and perfectly
matched layers for 2d elastic wave propagation. J. Comp. Acous., to appear.

A. Bemberger and T. Ha Duong. Formulation Variationnelle espace-temps pour le calcul
par potentiels retardés de la diffraction d’une onde acoustique. Math. Methods Appl. Sci.,
8:405-435, 1986.

F. Brezzi. On the existence uniqueness and approximation of saddle-point problems
arising from Lagrangian multipliers. RAIRO Ser. Rouge, 8:129-151, 1974.

F. Brezzi, J. Douglas, and L.D Marini. Two families of mixed finite element methods for
second order elliptic problems. Numer. Math., 47:217-235, 1985.

F. Brezzi, J. Douglas, and L.D Marini. Recent results on mixed finite element methods
for second order elliptic problems. In Vistas in Applied Mathematics. Numerical Analy-
sis, Atmospheric Sciences and Immunology, pages 25-43. Heidelberg Berlin New York:
Springer, 1986.

F. Brezzi and M. Fortin. Mized and Hybrid Finite Element Methods. Springen—Verlag,
1991.

F. Collino, P. Joly, and F. Millot. Fictitious domain method for unsteady problems:
Application to electromagnetic scattering. Technical Report 2963, INRIA, Aot 1996.

F. Collino, P. Joly, and F. Millot. Fictitious domain method for unsteady problems:
Application to electromagnetic scattering. J.C.P, 138(2):907-938, December 1997.

F. Collino and C. Tsogka. Application of the pml absorbing layer model to the linear
elastodynamic problem in anisotropic heteregeneous media. Geophysics, 66:294-305, 2001.

M. A. Dablain. The application of high order differencing for the scalar wave equation .
Geophysics, 1(51):54-66, 1986.

B.X. Fraijs de Veubeke. Stress function approach. In Bournemouth, World conference in
Finite Elements, pages J.1-J.51, 1975.

Yu Ding. Méthodes numériques pour l’équation intégrale de bord dans le probléeme de
diffraction d’ondes acoustiques par une surface rigide. . PhD thesis, Université d’Orsay,
1989. These.

T. Dupont. [*-estimates for galerkin methods for second order hyperbolic equations.
SIAM J. Numer. Anal., 10(5):880-889, 1973.

M. Filipe-Rocha. Etude mathématique et numérique d’un probléme d’interaction fluide
- structure dépendant du temps par la méthode de couplage Elements finis - Equations
intégrales. PhD thesis, Ecole Polytechnique, 1994. Thése de doctorat.

P. Joly G. Cohen. Fourth order schemes for the heterogeneous acoustics equation. Spectral
and high order methods for partial differential equations (Como, 1989). Comput. Methods
Appl. Mech. Engrg., 80(1-3):397-407, 1990.

S. Garces. Application des méthodes de domaines fictifs a la modélisation des structures
rayonnantes tridimensionnelles. PhD thesis, ENSAE, 1998.

127



[30]

[31]

32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]
[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

V. Girault and R. Glowinski. Error analysis of a fictitious domain method applied to a
dirichlet problem. Japan J. Indust. Appl. Math., 12(3):487-514, 1995.

R. Glowinski, T.W. Pan, and J. Periaux. A fictitious domain method for external incom-
pressible viscous flow modeled by Navier-Stokes equations. Comp. Meth. in Appl. Mech.
and Eng., pages 283-303, 1994.

R. Glowinski, T.W. Pan, and J. Periaux. A fictitious domain method for dirichlet problem
and applications. Comp. Meth. in Appl. Mech. and Engin., 111(3-4):283-304, 1994.

C. Johnson and B. Mercier. Some equilibrium finite element methods for two-dimensional
elasticity problems. Numer. Math., 30:103-116, 1978.

P. Joly and L. Rhaouti. Domaines fictifs, éléments finis h(div) et condition de neumann:
le probléme de la condition inf-sup. C.R. Acad. Sci. Paris, t. 328, Série 1:1255-1230, 1999.

V. Lange. FEquations intégrales espace-temps pour les équations de Mazwell. Calcul du
champ diffracté par un obstacle dissipatif. PhD thesis, Univ. Bordeaux I, 1995. Thése de
doctorat.

V. Lubet. Couplage Potentiels retardés-Eléments finis pour la résolution d’un probléme
de diffraction d’ondes par un obstacle inhomogéne. PhD thesis, Univ. Paris VI, 1991.
These de doctorat.

Mary E. Morley. A family of mixed finite elements for linear elasticity. Numer. Math.,
55:633-666, 1989.

J.C. Nédélec. Mixed finite elements in IR®. Numer. Math., 35:315-341, 1980.

J.C. Nédélec. A new family of mixed finite elements in IR®. Numer. Math., 50:57-81,
1986.

A. Pujols. Equations intégrales Espace-Temps pour le systéme de Mazwell - Application
au calcul de la Surface Equivalente Radar . PhD thesis, Université de Bordeaux I, 1991.
These de doctorat.

P.A. Raviart and J.M. Thomas. A mixed finite element method for 2nd order elliptic
problems. In Lecture Notes in Mathematics, number 606, pages 292-315. Proc. of math.
aspects on the finite element method, Berlin Heidelberg New York: Springer, 1977.

L. Rhaouti. Domaines fictifs pour la modélisation d’un probéme d’ interaction fluide-
structure: simulation de la timbale. PhD thesis, Paris IX, 1999.

J.E. Roberts and J.M. Thomas. Mized and Hybrid Methods, in Handbook of Numerical
Analysis. 1989.

T. Sayah. Méthodes de potentiels retardés pour les milieux hétérogénes et 'approzimation
des couches minces par conditions dimpédance généralisées en electromagnétisme. PhD
thesis, Univ. Paris VI, 1995. These de doctorat.

Rolf Stenberg. On the construction of optimal mixed finite element methods for the linear
elasticity Problem. Numer. Math., 48:447-462, 1986.

128



[46] Rolf Stenberg. A family of mixed finite elements for the elasticity problem. Numer.
Math., 53:513-538, 1988.

[47] Rolf Stenberg. A Technique for analysing finite element methods for viscous incompres-
sible flow. Int. Jour. for Numer. Meth. in Fluids, 11:935-948, 1990.

[48] 1. Terasse. Résolution mathématique et numérique des équations de Mazwell insation-
naires par une méthode de potentiels retardés. PhD thesis, Ecole Polytechnique, 1993.

[49] N. Tordjman. Eléments finis d’ordre élevé avec condensation de masse pour l'équation
des ondes. PhD thesis, Univ. Paris IX, 1995.

[50] C. Tsogka. Modélisation mathématique et numérique de la propagation des ondes élas-
tiques tridimensionnelles dans des milieuzx fissurés. PhD thesis, Paris IX, 1999.

129





