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Chapitre 1

Formulations faibles

L'objectif que nous poursuivons consiste essentiellement a appliquer la théorie spectrale a I’étude des
équations différentielles et aux dérivées partielles. Nous allons développer deux points de vue complé-
mentaires a cet égard, le premier ressortit aux formulations variationnelles et le second aux opérateurs
non bornés.

L'étude d’'une équation aux dérivées partielles elliptique telle

(1.1)

Au = f dans Q,
u=0sur 99,

ol Q2 désigne un ouvert de R" et 9 sa frontiere, nécessite trois ingrédients : le théoreme 1.2 qui nous
garantit le caractére bien posé de certains problémes variationnels abstraits, la formule de Green qui
assure le passage d’une équation concrete du type (1.1) a un probléme abstrait tel (1.3), enfin les espaces
de Sobolev qui forment le cadre fonctionnel de cette analyse.

1.1 Le théoreme de Lax-Milgram

DEFINITION 1.1 La forme sesquilinéaire a définie sur Uespace de Hilbert V est dite coercive (ou elliptique) si
il existe un nombre a > 0, tel que
la(v,v)| = a|lvll%, Vv e V. (1.2)

THEOREME 1.2 (Lax-Milgram) Soient V un espace de Hilbert, a et £ respectivement une forme sesquilinéaire
coercive et une forme antilinéaire continues sur V, alors

(i) il existe une solution et une seule u dans V de U'équation
a(u,v)=({,v), Yvew (1.3)
(ii) lapplication
v’ Z, Vil—u,
est un isomorphisme, et plus précisément vérifie

1
llully = = liellv- (1.4)

ol a est la constante d’ellipticité de a.

DEMONSTRATION.



1. Formulations faibles

> Résoudre (1.3) revient a démontrer l'existence et I'unicité de u tel que a(u,-) = £ dans V’, C’est précisément
dire que & est bijective. Démontrer (1.4) revient a montrer que & est continue. Nous étudierons en fait 'application
inverse :
V—V :u—a(u,-)

que nous montrerons étre un isomorphisme.
> Soitu € V, en vertu du théoréme de représentation de Riesz, il existe A, unique dans V, tel que (4, |-) = a(y, -),
l'application
Vi— V(A ) = A,
étant une isométrie, puisque

(A, V)
1ALy = sup —===[A,lly-
vevV, v#0 ”V”

1l nous suffira donc de montrer que l'application
vy tu—A,,

trivialement linéaire, est elle-méme un isomorphisme. Désormais nous remplacerons la notation A, par Au, plus
usuelle.

> L’application A est continue, en vertu de I'inégalité

|(Au|v) la(u,v)|
lAull = sup ——— = ——— <llall [lull,
VeV, v#£0 ”V” VeV, v#0 ”V”
ol
la(u, v)|

llall=sup ~ sup T———.
u,veV u,vev, u,v#0 ”u“ ”V“

> La coercivité de a implique de plus a ||v||* < |[(Av |v)| < ||Av]| ||v]], soit

1
Ivil <~ llavil, vvev. (1.5)

On a ainsi montré que A est injective.

> Montrons que son image % (A) est fermée. Soit donc w, € %(A), qui converge, soit vers w. Par hypothese,
Ju, tel que w,, = Au,,. Nous devons montrer que w € Z(A), c’est-a-dire qu'’il existe u tel que w = Au. La suite w,
étant convergente est de Cauchy, soit Ve > 0, 3N, tel que m,n >N = ||w,, —w,|| < €. Selon (1.5),

1 1 €
”um_un” < - ”A(um_un)” = - ||Wm_wn|| < e
a a a

ce qui prouve que u, est de Cauchy, et converge par conséquent, soit vers u. Comme A est continue, on aura
w=limw, =limAu, = Au.

> Un raisonnement par 'absurde permet ensuite de montrer que A est surjective. Supposons que Z(A) & V,
alors il existe u, € V \ Z(A), non nul. Z(A) étant fermé, selon le théoréme de projection, on peut y projeter u,.
Soit vy € Z(A) cette projection, et wy = uy — vo; W, est non nul et orthogonal a Z(A), il en résulte que

allwoll® < la(wg, wo)l = [(Awg [wo )| =0,

ce qui conduit & une contradiction. L’application A est donc bijective, d’inverse A~ continu, d’aprés (1.5) :
[a™w| < i wll, Ywe V.
> La formule (1.4) enfin n’est qu'une autre facon d’écrire (1.5) :
llully < % lAully = llaCw, v = [1€lly. -

Q.E.D.
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Notons que le théoréme des homomorphismes de Banach nous montre qu’une application linéaire conti-
nue bijective est d’inverse continu; nous n’avons pas eu matiére a l'utiliser ici grace a I'inégalité (1.5),
mais dans des situations plus délicates, il nous sera d’'un grand secours.

1.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev constituent une échelle de régularité bien adaptée aux formulations varia-
tionnelles. Leur étude constitue cependant un vaste domaine non dépourvu de difficultés techniques; en
particulier la régularité du bord peut jouer un réle déterminant pour la plupart des résultats : régularité,
densité ou compacité. Nous nous contenterons de signaler sans démonstration quelques propriétés des
espaces construits a partir de L2, et nous choisirons les ouverts assez réguliers pour éviter les subtilités
principales. On notera 2 un ouvert de R" dont le bord est ‘suffisamment régulier’. Cette expression volon-
tairement imprécise permet de ranger dans la méme catégorie des hypotheses techniques différentes, il
suffit souvent de savoir qu'un ouvert dont le bord est de classe €' par morceaux et présente d’éventuels
sommets ou arétes, mais pas de rebroussement fait partie de cette catégorie.

DEFINITION 1.3

(i) Espaces d’indice entier : on pose
H' Q) ={v e L*(Q)|a% € L3(Q), Va,|a| <}, (1.6)

ol { est un entier positif. Cet espace est muni de la norme du graphe, soit

Iy = D 18720y - (1.7)

|a|<t

(ii) Espaces d’indice fractionnaire : on note

HY(RM) = {v e L2(RM)

(1+1E1R) 9 @) e 1R |, (1.8)

ol s est un réel positif et ¥ note la transformée de Fourier de v. Cet espace est muni de la norme naturelle :

2\8/2 A
902y = Iy + (1 1) | . (1.9)
(iii) Dans le cas d’un ouvert, on pose
H(Q) = {veL*(Q) | e H'R"), Vo =v}. (1.10)
On munit cet espace de la norme quotient :
Vs = (l%f I sy - (1.11)
ou de la norme équivalente suivante :
V() —v(y)P
IV Iy = VIl +f ———— = —dxdy, (1.12)
ox0 |X _yl

ot { est la partie entiére de s et 6 =s—{.

REMARQUE 1.4
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(i) Les espaces définis ci-dessus sont en fait des espaces de Hilbert, pour le produit scalaire naturel dérivant
de celui de L?.

(ii) Dans ces définitions tant les dérivées que la transformation de Fourier doivent étre comprises au sens des
distributions; ce n’est que dans le cas d’'une régularité suffisante qu’elles peuvent Uétre au sens des fonctions,
les deux acceptions se correspondant alors bien entendu.

Bien d’autres espaces de cette nature peuvent étre définis, et nous aurons l'occasion d’en rencontrer
ultérieurement, contentons-nous pour l'instant d’introduire

H'(Q;A)={veH*(Q)|ave L} ()},
il sera muni de la norme du graphe :

||v||12-11(Q;A) = ”V”[qu(g) + ||AV||%2(Q)- (1.13)

1.2.1 Régularité

Les espaces que nous venons de définir peuvent paraitre quelque peu abstraits, les théorémes de
régularité suivants permettent de s’en faire une image plus précise :

LEMME 1.5 (Inégalité d’interpolation) Si h € LP(Q)NLIY(Q), avec 1 < p < q < oo, alors, Vr € [p,q],
he Ll (Q)et
_ 1 a 1—a
IRl < RIS, RIS, ot = = =+ ——, 0<a<1. (1.14)
r . p q
DEMONSTRATION. On aura |h|” = |[h|*" |h|*™®" | et si nous posons s = p/ar et s’ = p/(1—a)r nous aurons |h|*" €
L%, |h| 37" e L, avec 1/s + 1/s’ = 1. En vertu de l'inégalité de Holder, on aura alors h € L”, avec

IRIE, < RE T [[1RICr | = IR (RIS

soit ) ,
!/ 1_
IRl < [IRNG RIS = IRl IR

Q.E.D.

¢

THEOREME 1.6 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg, Morrey) Soit  un ouvert de R" ‘suffisamment régulier’

(i) Sim/n < 2 alors

H™(Q) c LY(Q) Vg, tel que 1/2>1/qg>1/2—m/n (1.15)

(i) Sim/n=2 alors
H™(2) € LY(Q) Vg, tel que 1/2>1/q >0 (1.16)

(iii) Si m/n > 2 alors
Hm(Q)SLq(Q) Vq, telque 1/2>1/g =0 (1.17)

THEOREME 1.7 (Théoréme d’inclusion de Sobolev) Si est un ouvert de R" suffisamment régulier’, alors
Uinclusion suivante est valable (algébriquement et topologiquement) :

— n

H'(Q) € €5(Q), Vs >k + 2 (1.18)
ou b Ck est Uespace des traces sur 2 des fonctions k fois dérivables sur R" muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact des dérivées jusqu’a Uordre k.

REMARQUE 1.8 Notons par exemple qu’en dimension un, le théoréme d’inclusion de Sobolev affirme que les
fonctions de H*(2) sont continues pour s > 1/2, dérivables pour s > 3/2, ...
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1.2.2 Théorémes de densité et de trace

Les fonctions composant les espaces de Sobolev n’étant pas nécessairement réguliéres, il est fréquem-
ment utile de les approcher par des fonctions plus régulieres. La démonstration de la formule de Green
par exemple se réalise en deux temps : on commence par la démontrer pour des fonctions indéfiniment
dérivables, puis on montre par densité et continuité qu’elle reste valable pour les fonctions de H®.

THEOREME 1.9 (Théoréme de densité) Si Q2 est un ouvert ‘suffisamment régulier’, alors 2(Y) est dense
dans H*(Q2), Vs > 0, ott 2(2) est Uensemble des traces sur ) des fonctions indéfiniment dérivables a support
compact sur R".

DEFINITION 1.10 On note 2(2) l'ensemble des fonctions a support compact dans Uouvert 2, et on pose
——H(Q)
H) () = 2(2) , (1.19)
(adhérence de 2(2) dans H*(2)), cet espace étant muni de la topologie induite par H*(£2).
PROPOSITION 1.11 Pour s < 1/2 on a H)(Q) = H*(0).

Les problémes aux limites nous conduisent naturellement a étudier les espaces formés des traces des
fonctions composant les espaces de Sobolev précédemment définis.

1.2.3 Espace des traces

Il est bien connu que I'application trace
Yo: €°(Q) cH'(Q) — LA(I)

se prolonge continfiment. Cependant ce prolongement a pour image un sous-espace strict de L(T) :

2
HY2(T) = {veLz(r)J %dyxdyy<+oo} (1.20)
Ixr 1X—Y
= {verrm|a+ig®) " r@er2m}, (1.21)

ol1 n est la dimension de T'. Quand on munit H/2(T") de la norme naturelle :

|u(x) — u(y)*
el 2y = el +J — 1 drxdry,
rxr  |lx—yl
alors la trace y, est continue et surjective : H Q) —H 1 2(D).

THEOREME 1.12 (Théoréme de trace) Pours > 1/2, et si Q est assez régulier, alors Uapplication y o définie
sur 2(Q2), qui a une fonction réguliére définie sur Q) fait correspondre sa trace sur 9 se prolonge de fagon
unique en une application continue surjective

Yo : H(Q) » HSY2(89). (1.22)

On a de plus
H(ro) = Hy() NH(Q).

DEMONSTRATION. Nous nous contenterons de traiter du cas ot @ = R" et IQ =R" ! = {x|x, =0}. Si x €R" on
pose x = (x/, x,,).
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> Pour une fonction u € & (R"), on aura tout d’abord

f Fu(g,8,)dE, = f L fe—f(i'x)u(xf,xn)dxfdxndgn
R R n

2n)"? Jg

1 7»(5/ . /)‘I1 ]. J 7-5 / /
_ e e X — | e *nu(x,x,)dx,d&, dx
(27‘[)01_1)/2 fRnl R v 27T R ( )

Or avec w(x,) =u(x’, x,)

1 —iE /
- rnw (x,) dx,dE,, =J d&,Fw(E,)dE, =w(0) =u(x’,0
J;R mJRe wx X . w w u(x )

et par conséquent avec v = y,u, soit v (x’) = u(x’,0)

7 | 0)ax =) 1.23)

/ d = —
ngu(‘S ;gn) gﬂ (27'5)(“71)/2 R

> Siue < (R"), on aura donc

2

|77 (&))" = U =+ M @+ e zu(e, €, dE, 2de,
R

< f (1+ 1817 2 dz, j 7u(&,z,)
R R

etavec g, =0y 1+ 2,

f (1+11E17) 2 ae,
R

| Qoo @ lel) ™ Vi eipas

R
(1+02)*do

R

d’ou
||V||1211/2(Rn—1) = f vVi1+ ”6”2 |9‘v (€I)|2d€/ (1.24)

f(1+92)‘”2d9f |9>u(§’,g,l)|2(1+||g||2)dgnd5'=||u||,’§1(Rn)f (1+062)*do
R Rn R

Par densité, il en résulte que la trace est continue H'(R") — H/2(R" ™).

IA

> Il reste & montrer que la trace est surjective : H! (R") — H'/? (R”_l). Soit v € H'/? (]R"_l), la fonction u
définie par

Zu (5', gn) —Zy (E’) (1 i ||§,||2)—1/2 o (gn (1 4 ”5,”2)—1/2) (1.25)
oty € 7(R) et fR(p(t)dt = 1 vérifie you = v et u € H(R").

> Avec &, = 04/1+ ||&|?

2
1+]g)?
1+

j (14 1E1°7) |Zu (2. 5| dé, a,

| iz

o(e a4 lE1)™)

_ 2
< @ [ ooV e (e ey )
R
1 2 02(1 ik
+11EN + (2+||£ ) Aiieras
L+l
<

Vi+le)? \ffv(a’)Ff lp () (1+62)d6
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d’ou

ngnde’sf |<p(9)|2(1+92)d9J V1+1E1P |2y (&) [(aze)
R n—1

||v||,im(wl)f 9 ()2 (1 +62) do
R

Il = f (1+0E1) | Fu(E,E,)
Rn

IA

ce qui prouve que u € H' (R").

> Par ailleurs, si v est réguliére

fR Fu(e,g)dE, = (@) (+]E)f) " fRso (e i+ 1) ™) e,
— () (1 N Hg,”z)—uz fR o (9 (1 + Hg/Hz)l/z (1 + ||g/||2)—1/2) (1 + ||g’||2)1/2d9
- gv(g’)f ©(0)d0 = Fv (&)
d’ou

Fv(E)= f F. Fou(E,8,)dE, = F,u(E,0)
R

ce qui prouve que v(&’) = u(&’,0). En vertu de (1.26) il en résulte que si v, > v € HY2(80Q), alors u, > ue€
H'(Q), cest dire que v = yyu.

Q.E.D.
Si maintenant on note % la relation d’équivalence définie sur H!(Q) par
(uzv)e (you=rov),
on peut munir 'espace H'(£2)/% de la norme quotient :
u = inf|lv , (1.27)
[ — inf 1 )

qui en fait un espace de Banach. Il est clair que y, est bijective : H'(Q)/% — H'/?(T"), mais comme

lvoullgrrzay = llvovilgem

<llvolllVlimy, Vv ey,
il en résulte qu’elle est continue, et par le théoréme des homomorphismes, que c’est un isomorphisme.

COROLLAIRE 1.13 Pour s > 3/2, et Q assez réguliére, Uapplication y, qui d une fonction de 2() fait
correspondre la trace de sa dérivée normale sur 92 se prolonge de fagon unique en une application continue
surjective

11 HY(Q) —» HT2(80), (1.28)

sion note y = (yg,Y1), on a
A (r) =Hg(Q) N H*(2)
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1.2.4 Compacité

Nous aurons dans la suite 'occasion d’utiliser maintes fois les résultats de ce paragraphe. Leur dé-
monstration repose sur le théoréeme d’Ascoli, relatif a la compacité des sous-ensembles de fonctions équi-
continues dans I'ensemble des fonctions continues. Comme les espaces que nous considérons ici ne sont
pas formés de fonctions continues, nous devrons en passer par une premiére étape de régularisation.

DEFINITION 1.14 La suite 6,(x) = ¢ "0(x/¢), ou la fonction positive 6 € 2(R™) a support dans B;(0)
vérifie f gn 0(x)dx =1, est appelée approximation de Uidentité ou suite régularisante. Notons que Supp x, C
B,(0).

Lexistence dune telle fonction n’est pas tout a fait évidente, mais en fait il n’est pas difficile de montrer
que la fonction f définie par

fx)= e1/(IxIP=1) pour ||x|]| <1etf(x)=0pour ||x|>1
est indéfiniment dérivable et a pour support B;(0). On prendra alors par exemple

O(x)=f()/f -

Si Q est un ouvert, on dit que w est fortement inclus dans £ si w est compact et w C £2 ; on notera
w € N.

DEFINITION 1.15 On dira que le sous-ensemble & de L?(Q) est équicontinu, au sens de L*(w) si
Vn >0, 30, tel que |h| <6 = [|Tpf — fllp2) <M, Vf €Z. (1.29)

THEOREME 1.16 (Fréchet, Kolmogorov) Soient Q un ouvert borné de R" et & un ensemble de fonctions
nulles a Uextérieur de §2, borné dans L%(). Soit w € Q tel que d(w, Q) =d > 0 et F soit équicontinu dans
L?(w), alors Z . est relativement compact dans L?(w).

DEMONSTRATION. Soit 6, une approximation de l'identité, posons f, = f %6, et F° = {f. |[f € F}, ol |¢| < d, et
choisissons p > 0.

> Tout d’abord, on aura

fulx)=¢" f e(%)f(y)dw f 0(z) f (x — £2) dz, (1.30)
Rll Rn
d’ou

fe()—fx)= f 0(2) (f (x —e2) — f(x)) dz

= f 0(2) (7.f (x) = f(x)) dz,
lz|<1

et en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

TACIRTHEI]E SJ

lz]<1

16(2)I* dz f |Teaf (X) = £ (X)|* dz,
|z]<1
Par conséquent, selon le théoreme de Fubini
e = F 7oy < Cf dXJ |Teaf ()= F (X)) dz = CJ ITeef = Fll}2(e) d2-
w lz|<1 lz]<1

A Taide de (1.29), on en déduit que, pour ¢ suffisamment petit, on aura

fe = fllizw) < P> Vf €Z. (1.31)
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> Montrons alors que ﬁlgw est un ensemble borné et équicontinu dans % (w). Selon (1.30) on aura d’une part

|fe ()l < Cs‘"f lfDldy =Ce™[Ifllpay < C'e" lIf 2 (1.32)

Rn

et d’autre part, comme

]
< " sup DO,

z€RM

‘e(" ;y)—e(";y)

il en résulte que

X/—X“ 1f gy S Mg

feX) = £ (x| = Me* T = x| 1 ey -

> On peut alors appliquer le théoréme d’Ascoli a ?liu , qui se trouve donc étre relativement compact dans
% (w),.et a plus forte raison dans L?(w), puisque % (@) c L?(w), et que 'image continue d’un compact est com-
pacte. De la compacité relative de & , il résulte que ﬁl’; peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon
p dans L%(w), et de la formule (1.31) que les boules correspondantes de rayon 2p recouvrent Z|,- Comme L*(w)
est complet, on en déduit que P\, est relativement compact dans L*(w).

Q.E.D.

COROLLAIRE 1.17 Si les hypothéses du théoréme 1.16, sont vérifiées ¥ w € , et si Ve, dw € Q tel
If l12(\w) < & Vf € F, alors F est relativement compact dans L%(Q).

DEMONSTRATION. Soit £ > 0, choisissons w tel que ||f || 2q\.) < & Vf € Z. D’aprés le théoreme 1.16, Z, est
relativement compact dans L?(w), et par conséquent Z,., peut étre recouvert apr un nombre fini de boules B, (g;)
de rayon ¢ dans L%(w). Si g; note le prolongement de g; par 0 a I'extérieur de w, les B,,(g;) recouvrent alors .&.
La compacité relative de & dans L?(2) en résulte.

Q.E.D.

LEMME 1.18 Siu € H'(), alors, Yo & Q, tel que d(w, Q) =d > 0, lThu —ull 2wy < [1RIHTVUll 20

DEMONSTRATION.

> Commencons par le cas ot u € 2(R"), selon la formule de Taylor avec reste intégral, on pourra écrire

1

u(x—h)—u(x) = J (Vu(x—th)|h) dt,

0

et par conséquent |7u(x) —u(x)[* < ||| fol IVu(x — th)||* dt d’ots, pour h assez petit du moins,
1
llepu —ullZy,, < IIhIIZJ dtJ [Vu(x — th)||* dx
0 w
1
< IIhIIZJ dtJ IVu(NI*dy = IRl 1Vull72q, -
0 Q

> Par ailleurs, on sait que Z(R") est dense dans H'(Q) : si u € H'(Q), Ju,, € 2(R") telle que u, — u dans
H'(Q). On aura alors T,u, — T,u, et de linégalité ||t,u, —Upllp2ew) < IRVl 2oy » on déduit par conséquent
le résultat annoncé.

Q.E.D.
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THEOREME 1.19 (Rellich, Kondrasov) Soit 2 un ouvert de R" ‘suffisamment régulier’ alors Uinjection sui-
vante est compacte :
H™Y(Q)cH™(Q) Ym >0 (1.33)
C

DEMONSTRATION.

> Commencons par traiter le cas m = 0, et notons % la boule unité de H!(2), il s’agit de démontrer qu’elle est
compacte dans L2(Q) ; nous utiliserons a cet effet le corollaire 1.17. Soit w € £, tel que d(w, Q) =d > 0.

> Choisissons &€ > 0, en vertu du théoréme d’injection 1.6, 3¢ > 2 tel que H}(Q \ w) € LI(Q \ w), et par
conséquent, selon I'inégalité de Holder,

2 2 -2
[l sy < el 192\ €720

soit
] o) < Nl oo 12\ @27V < C QN ] /271,

Il est donc possible de choisir w de telle sorte que [[ul|;2(\.,) < &, Vu € Z.

> Par ailleurs, ||T,u—ull}s,,) < [Ikl|, en vertu du lemme 1.18, et par conséquent pour ||h|| suffisamment petit,
onaura || Tyu —ull;z(,,) < €/2, Yu € Z. La compacité de I'injection de H 1(Q) dans L?(92) découle alors du corollaire
1.17.

> Raisonnons maintenant par récurrence et supposons compacte I'injection de H™(2) dans H™ }(Q), selon
I'hypotheése, si la suite u,, est bornée dans H™!(Q), on peut en extraire une sous-suite u,, qui converge dans
H™(Q) ainsi que Vu,,, comme u,, et Vu,, sont de cauchy dans H™ !(Q), il en est de méme de u,, dans H™(Q),
et la conclusion en résulte.

Q.E.D.
Plus généralement on démontre que
HS(Q) Cc HY(Q) Vs > t > 0. (1.34)
C
1.2.5 Dualité
On définit également des espaces de Sobolev d’indice négatif par dualité.
DEFINITION 1.20 Pour s > 0, on pose
— /
H™(Q) = (H)(), (1.35)
c’est un espace de distributions que U'on munit de la norme du dual fort :
|[(f, )]
Wfllgs@y= sup ——— (1.36)

VEHS(Q), v#£0 ||V||H3(Q).

1.3 La formule de Green

C’est la généralisation a plusieurs dimensions de la formule bien connue d’intégration par parties :

b b
J u'v =—f uv’ +[uv]2
a a

Sous sa forme la plus simple, elle s’écrit :
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ﬂv = —J uﬂ +f uvn; dy, (1.37)
q 0x; q 9Xx 20
ol n; est la ieme composante de la normale n, extérieure a 2. Bien entendu, il faut indiquer sous quelles
conditions de régularité de la frontiere 9, et des fonctions u et v s’applique la formule de Green; en
fait il suffit que les diverses intégrales existent, ainsi que les traces de u et v. Plus précisément il suffit
d’imposer
u, veHY(Q), Qe ebl.

1.3.1 Opérateurs du premier ordre

La formule qui précéde est susceptible de prendre diverses formes, notons parmi les plus fréquemment

employées :
f (E-vy) =—f divEy +f (E-nv)dy. (1.38)
Q Q a0

Jg (1 -rory) :JQ (votH ) +J (H-(nA%))dr. (1.39)

o0

et

1.3.2 Opérateurs du second ordre

Si, dans (1.38), on remplace E par grad ¢, on obtient

J (V(p'VE) :_J Apyp +J g—(p@dy. (1.40)
Q Q aq 9N

Si, par contre, on remplace v par divH, on aboutit a

J (E-vdivH) =—J divEdivH + | ((E-n)divH)dy, (1.41)
Q Q I
et de méme, en remplacant dans (1.39), H par rot®,

J (rot<1> . rotE) = f ((rotrot@) E) +J (rot<1> . (n /\E)) dy. (1.42)
Q Q

a0

1.4 Le probléme de Dirichlet

Traitons tout d’abord du probléme de Dirichlet homogeéne :

{ —Au+u=f dans Q, (1.43)

u=0sur dQ.

1.4.1 Formulation variationnelle

Nous allons utiliser une fonction auxiliaire v (dite fonction d’essai) et la formule de Green (1.40) pour
abaisser l'ordre de dérivation de u. Si nous choisissons v € H'(£2) et si nous supposons que u € H?(2),
nous aurons :

J —Auv = | (Vu-v) —f @Vd)/, (1.44)
Q
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et, par conséquent,

il reste que la condition de Dirichlet homogene n’a pas été prise en compte, elle doit donc subsister comme
une contrainte supplémentaire imposée a u. On aboutit ainsi au probléme, dit variationnel, suivant :

Trouver u nulle sur 99, telle que Vv nulle sur 9Q,

J(Vu-vv) +J uv ZJfV.
Q Q Q

Cette formulation manque de précision, on doit en particulier choisir 'espace ot doit étre cherchée u
pour envisager la démonstration d’un théoréme d’existence et d’unicité, de sorte que les conditions rela-
tives aux traces aient un sens. Compte tenu de la formulation que nous venons d’obtenir et du théoreme
de trace 1.12 nous choisirons de chercher u € Hé (£2), et d’y faire varier v. On aboutit ainsi au probléme

Trouver u € Hé(Q), telle que Vv € Hé(ﬂ),

(Vu-vv) +J uv :f v, (1.45)
Q Q 0

otl f € L2(9).

1.4.2 Existence et unicité

Notre théoréme de base sera le théoréme de Lax-Milgram 1.2 dans lequel nous poserons V = Hé (),

a(u,v):f (Vu-Vvv) +J uv etE(V):J fv.
Q Q Q

La continuité de a et £ est évidente, ainsi que T’ellipticité de a. Le théoreme de Lax-Milgram 1.2 nous
assure alors que le probléme (1.45) est bien posé, c’est-a-dire que sa solution existe, est unique et dépend
contintiment de la donnée, puisque [|£[ly, < ||fl12q)-

1.4.3 Retour au probleme fort

La question qui subsiste est celle du lien entre les problémes (1.43) et (1.45). Il est tout a fait clair que
si u est solution de (1.43) elle I'est de (1.45) ; réciproquement si u est solution du probléme variationnel
(1.45), alors pour v € 2(£2) on a

<_Au +u —f,V) 2'(Q),2(Q) == O,

soit
—Au+u= f dans 2'(Q). (1.46)

D’autre partu € Hcl)(Q) peut, en vertu du théoreme 1.12, s'interpréter comme signifiant u5o = 0, au sens
précis suivant :

volu) =0. (1.47)

On a donc montré que u est solution du probleme fort (1.43), en un sens quelque peu généralisé.
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1.4.4 Le probléme non-homogene

Nous n’avons traité que du cas d’'une trace nulle, supposons qu’il n’en soit plus ainsi :

{ —Au+u=f dans Q (1.48)

u=gsur Q.

Siu € H'(Q), alors en vertu du théoréme de trace 1.12, Upn €H 1/2(3Q); réciproquement, si on suppose
que g € H'/2(89), d’aprés ce méme théoréme de trace, il existe U € H'(Q), telle que Ujpo = &, U est
appelé relévement de g dans H'(€). Comme u est solution de (1.46) il en résulte que u’ = u— U est
solution de

—Au' +u' = f + AU —Udans Q
{ u=0 sur 99, (1.49)
soit encore, sous forme variationnelle
Trouver u’ € H}(Q), telle que Vv € Hy(9),
(1.50)

a(u’,v)=1'(v), avec E’(V)ZJ fv —J (VU -VV) —J Uv,
Q Q Q

probleme tout a fait semblable a (1.45).

1.4.5 Linégalité de Poincaré-Friedrichs

Le probléme suivant est plus difficile, mais mérite d’étre étudié car il est fréquent en mécanique des
fluides ou en électrostatique :

—Au = f dans Q,
{ u=0surdQ. (1.51)
La difficulté est relative a la démonstration de Pellipticité sur Hé(Q) de la forme bilinéaire
a(u,v) = J (Vu-vv) , (1.52)
Q

dont découleront lexistence et I'unicité de la solution u de (1.51). Nous utiliserons le théoréme suivant :

THEOREME 1.21 (Poincaré-Friedrichs) Si Q est un ouvert borné connexe et I' une partie de son bord, de
mesure non nulle, alors
f vdy
a0

> Admettons que I'inégalité annoncée soit fausse, on en déduit I'existence d’une suite dans H'(£2) vérifiant

2
}, Vv e HY(Q). (1.53)

K >0, V][%q <K U v +
Q

DEMONSTRATION. On effectue un raisonnement par 'absurde

IVallgqy =1, et (1.54)

1
[vn] < >
n

2
[Vn]2=J Vvl + f vpdy
Q a0

ATaide du Théoréme de compacité de Rellich 1.19, et d’apres (1.54), on peut extraire de v,, une sous-suite, encore
notée v, qui converge, soit vers v dans L%(Q).

avec
2
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> En vertu de (1.54), la suite Vv, est de Cauchy dans L2(Q); il en est de méme de v, d’aprés I'item qui précéde,
et par conséquent v, est de Cauchy dans H'(£2), elle y converge donc vers v.

> D’apres (1.54), la fonction v vérifie Vv = 0, c’est donc une constante, mais également frvd)/ = 0, par
continuité de la trace H'(2) — L2(T'). On en déduit que v = 0, ce qui constitue une contradiction avec (1.53).

Q.E.D.

REMARQUE 1.22 Dans le théoréme qui précéde, le terme fa q v dy peut étre remplacé par de nombreux autres,
par exemple f AV ol A est un ouvert de mesure non nulle inclus dans Q. Lessentiel est la continuité de ce
terme vis-a-vis de la topologie de H'(Q) et le fait que [v] reste une norme.

Démontrons maintenant l'ellipticité de la forme bilinéaire (1.52) : on aura en effet pour u € Hé (Q),

a(u,u)=J IV7ull? =J IVull® + J udy
Q Q o0

1.5 Le probleme de Neumann

2

LT
= E ”u”H1(Q)

1.5.1 Dualité et dérivées normales

Dans le cas ot u € H?(Q2), nous avons vu que la dérivée normale y; : H*(Q) — H'2(T) est une
application continue, mais elle ne se prolonge pas 3 H*(£). Soyons donc moins exigeants et étudions
du/dn par l'intermédiaire de la forme linéaire

WEHI/Z(F)—>J

w@d}/, (1.55)
r on

soit en fait la distribution du/dn. Il est facile de montrer que cette application est continue, en effet, si v
est un relévement de w dans H'(2), on aura, d’aprés la formule de Green

d
f Auv = —J (Vu-vv)+ J —uwdy, (1.56)
Q Q ron
et par conséquent, Vv € H!(Q) tel que Vr =W,
0
f dy| < J Auv|+ J (Vu-Vv) (1.57)
rdn Q Q
< [[Aull 2y VIl 2y + IVullL2() 1V VI L2¢0) 5
d’oti il résulte que
du
—wdy| < inf Au \Y +||Vu Vv 1.58
J; an’ veHl(Q),vW:w(” |2 V122 + IVull 2y I ||L2(Q)) (1.58)
< (||Au||L2(Q) + ||Vu||L2(n)) VIl )2 »
et comme I’application relévement, inverse de y,, est continue : H/3(I') - H'(Q)/ %,
du
f %Wd)’ < C(laullzzay + 1Vullz20y) Iwllgrzcry - (1.59)
r
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Ce que nous avons donc démontré, c’est que pour u € H?(£2), la forme linéaire

J du
w— | w—dy,
r on
appartient au dual H~/2(T") de H'/2(T"). Plus briévement, on écrit du/dn € H~/3(T).
Mais si on note maintenant
H'(A;0)={ueHY(Q)|Aue L} (Q)}, (1.60)

muni de la norme naturelle

1/
lalligaey = (18Ul 220 + lullgy)
on constate que, selon (1.59)

du
—wd
‘ Jranw 4

1l nous suffit donc de démontrer la densité de H*(Q2) dans H'(A;Q) pour prolonger I'application
u— du/dn a H'(A; Q) tout entier :

du

an = sup

H—1/2(1") ”W”HI/Z(F):l

< Cllullgican) -

PROPOSITION 1.23 ¢ °° () est dense dans H'(A; Q).

DEMONSTRATION. En s’appuyant sur un corollaire du théoréme de Hahn-Banach, on va montrer que toute forme
linéaire continue sur H!(A; Q) qui s’annule sur % *°(Q) s’annule également sur H'(A; ) tout entier ; la proposition
en résultera alors.

> Considérons donc une forme linéaire continue & sur H!(A; ), par le théoréme de Riesz, il existe un vecteur
= de H(A; Q) tel que pour tout u € H(A; Q),

(€ Wniaay.mam = EWpie) + J AEAu.
Q
C’est dire qu’il existe une forme linéaire A continue sur H'(2) et un élément L de L2() tels que

<€, ll) = (7(,, u)Hl(Q)/}Hl(m + J L Au.
Q

> Définissons alors la forme linéaire continue A sur H!(R") par

T~ _ /1 ~ 1
<7L’ v>H1(]R")',H1(]R“) - <A’ V\Q>H1(Q)',H1(Q) , Vv e H'(R"). (1.61)
Comme il existe un prolongement linéaire continu P : H*(Q2) — H'(R"), on aura

(A: u)Hl(Q)/,Hl(Q) = <A" Pu>H1(R")’,H1(R") > Yue Hl(): (1.62)

et si nous notons L le prolongement de L par 0 en dehors de €,
(&,u) = <A’Pu>H1(Rn)/,H1(R") + JR L Au,Yue HY(A;).

Notons que H 1(R") est un espace normal de distributions puisque 2(R") est dense dans H 1_(1R"), et que d’apres
(1.61), A s’annule sur les fonctions dont le support ne rencontre pas 2, soit encore Supp A C €.
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> Supposons maintenant que & s’annule sur € °°(2) et choisissons & € 2(R"), on aura g€ €°°(Q) et

<§” P@‘Q>H1(Rn)/,H1(Rn) = <%> ¢>@/(Rn)’9(Rn) + <1’ P(Zm - @>9/(R11),9(Rn)
= <7L’ (ﬁ}@’(R"),@(R") )

car Supp (P@m — (5) N Q =@ ; par conséquent

0= (&, 5i0) = (L. 5. auy e * fwm'

1l en résulte que AL = —A au sens des distributions. Par coercivité, cette équation a une solution dans H'(R"),
Cest en fait la seule qui appartienne a L2(£2), car toute autre en différe d’un polynome harmonique, ainsi qu’il est
facile de le montrer par transformation de Fourier. On aura donc L € H'(R"), ce qui implique L € H é().

> Plus précisément, nous aurons
<l, ﬂ}Hl(]Rn)/’Hl(]Rn) = J(VL -Vu),Vue Hl(Rn)-

En effet pour € 2(R"), on a

(i’ ‘15>H1(Rn)/,H1(Rn) == <AL’ 5)9/(}1@,9(}1@) = <VZ7 v@@f(uan),@(nv) )

soit

(A @i oy i :f (VL-v§)= f(VL Vo),
Rﬂ

dont découle la formule ci-dessus, par densité de 2(R") dans H*(R").
> Nous aurons donc Yu € H'(A;),

(&,u) = J(VL - Vu) + JL Au.

J(VLm SV + f L, Au=0,

dont il résulte que (&,u) = 0, par densité de 2() dans Hé 0.

Mais si L,, € 2(), alors

Q.E.D.
Nous en déduisons la proposition suivante :

PROPOSITION 1.24 Lapplication v, : u € H*(Q) — du/dn € HY?(T) se prolonge de facon unique en une
application continue : H'(A; Q) — H~/3(ID).

1.5.2 Formule de Green

Ce prolongement peut étre explicité : par densité de 2() dans H(A;), on déduit de (1.56) la formule
de Green suivante, qui fournit une expression concréte de la dérivée normale y; (1.56)

<@,v|r> :J Auv+f (Vu -Vv), Yue HY(A;Q), Vv e H(Q). (1.63)
on H-1/2(T),H/2(T) Q Q

On peut alors étudier le probleme de Neumann

—Au+u=f dans Q,

Ju = g sur 9. (1.64)
on
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1.5.3 Formulation variationnelle

Si on suppose que g € L%(9£), on obtient

Trouver u € H(Q) tel que Yv € HY(Q)

f (Vu VV) +J uv :J fV +J g?dy. (1.65)
Q Q Q 20

Le théoréme de Lax-Milgram s’applique alors, faisant de 1.65 un probléme bien posé.

1.5.4 Retour au probleme fort

Si on choisit, dans un premier temps de considérer uniquement des fonctions test dans 2(£2), comme
dans le cas du probléme de Dirichlet, on montre aisément que u vérifie —Au +u = f. L'interprétation de
la condition de Neumann est plus difficile, elle nécessite de faire appel a I'espace H(£; A).

PROPOSITION 1.25 Si u est solution du probléme variationnel (1.65), oil f € L*(Q) et g € L?(3 @), alors
au sens du prolongement précédent, on a du/dnjzq = g.

DEMONSTRATION. On a déja remarqué que u vérifie Au=u— f, et par conséquent u € H'(2; A). On pourra donc

écrire
J (Vu - Vv) +J uv =J (—Au+u)v +J gvdy,
Q Q Q L)

f (Vu - Vv) +J Auv :J gvdy,
Q Q EIY)

et par conséquent, d’apres (1.63), du/dn = g dans H~/2(90).

soit

Q.E.D.
1.5.5 Le probléeme de Neumann pur
Si on tente de traiter le probléme
—Au= f dans Q,
5} 1.
—u:gsuraﬂ, (1.66)
an

une difficulté supplémentaire se présente : le probleme ne peut admettre une unique solution, en effet
si u en est solution, alors u + C l'est encore quelle que soit la constante C. De plus une condition de
compatibilité doit étre imposée a f et g pour garantir 'existence d’une solution : d’apres la formule de

Green (1.40), on a nécessairement
ff +f gdy =0. (1.67)
Q Fly)

Nous sommes donc conduits & montrer que (1.66) est bien posé dans un espace de fonctions définies a
une constante additive pres ; a cet effet on pose

HY(Q)/R={v|veH'(D)}, ol (1.68)
v={weH(Q)|lw—v=_Cte}
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Lespace H!()/R est un espace de Hilbert pour la norme quotient :

' = inf 1.69
HVHHI(Q)/R oy il (0 (1.69)

Si nous supposons que (1.67) est vérifié par les données f et g, alors on peut donner de (1.66) la
formulation variationnelle suivante :

. 1 g 1
{ Trouver t € H' (2)/R tel que Vv € H'(Q2)/R, (1.70)

a(a,v)=4£(v), avec

a(zl,\'/)zj (Vu-Vv) Yueu, Yver
Q

e(v')szv +J gvdy, Yvev,
Q a0

ces définitions étant indépendantes des représentants u et v choisis. Ce probleme est bien posé en vertu
du Théoréme de Lax-Milgram 1.2, car a est elliptique sur H!(Q)/R : on a en effet, d’aprés l'inégalité de
Poincaré-Friedrichs 1.53

a(u, ) =f [va®
Q

2
= inf{f IVul> + mod J udyz}
ueu Q 20

1. .9
= E ”u”Hl(Q)/R



Chapitre 2

Théorie spectrale des opérateurs compacts

2.1 Introduction aux espaces de Hilbert

DEFINITION 2.1 Un espace vectoriel H muni d’'un produit hermitien (u|v )y est appelé espace de Hilbert s’il
est complet (i.e. toute suite de Cauchy converge) pour la norme ||u||y dérivant de ce produit scalaire.

Par la suite, quand le contexte le rend possible, nous omettrons d’indiquer 'espace dans lequel sont
calculés la norme et le produit scalaire. Rappelons tout d’abord quelques résultats classiques :

THEOREME 2.2 (de projection) Si F est un sous-ensemble convexe fermé de H, alors pour tout z € H, il
existe un unique Pz € F qui réalise d(z,F) = inf, cp{||ly —z||}. Lélément Pz est appelé projection de z sur
F.
DEMONSTRATION.

> Posons d = d(z, F) et notons x, une suite minimisante dans F, c’est-a-dire vérifiant ||x, —z|| — d. On aura
(x, + X,,)/2 € F, et par conséquent ||x,, + x,, — 2z||> > 4d? ; d’apres I'égalité du parallélogramme :

2 2 2 2
[l + ¥ 112+l = y 12 = 2(llx[* + lly11?), 2.1
on aura
2 2 2 2
l12¢n + X = 2211 + 1136, = X I* = 2 (ll2c, — 201 + Il — 211%),

il en résulte que x,, est de Cauchy, et par conséquent converge vers un élément de F, soit Zz, avec d = || Pz —z||.

> Si y note un autre élément de F réalisant le minimum de ||y —z||, le raisonnement précédent montre que la
suite x, y, X, Y, ... converge ; 'unicité en découle.

Q.E.D.

COROLLAIRE 2.3 Si V est un sous-espace fermé strict de Uespace de Hilbert H, alors il existe y unitaire dans
H tel que d(y,V)=1.

DEMONSTRATION. Sion note z un vecteur de H n’appartenant pas a V et & la projection sur V, il suffit de poser

z2— Pz

y=——
llz — 2zl

Q.E.D.

23
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DEFINITION 2.4 Lopérateur linéaire T : H; — H, est dit borné si la quantité suivante, appelée alors norme
de T, est finie :

1T x|
ITI| = sup —— (2.2)
xer; 1x|lg,
LEMME 2.5
(i) On a également
ITll= sup [ITx|lg, (2.3)
lIxllg, =1

(ii) Un opérateur linéaire est continu si et seulement si il est borné.

DEMONSTRATION.

> On a tout d’abord clairement || T|| = supy, = [|Tx|| ; réciproquement si x € H, on pose y = x/||x|| et on aura
lyll=1etITx||/llx|l = ITyll. Il en résulte que ||T|| < supy—; [ITyl.

> Si T est continu en 0, alors Ve > 0, A7, ||x|| <m = ||Tx|| < ¢; on en déduit que ||Ty|| < ¢/n, Vy vérifiant
llyll=1.

> Réciproquement, si T est borné, alors |T(x —y)|| < ||IT|| ||lx —yl||, et par conséquent T est continue en y
avecn =¢||T||.

Q.E.D.

DEFINITION 2.6 Soit T un opérateur linéaire borné : Hy — H,, on appelle
(i) noyaude T : /(T)={x €H|Tx =0}
(i) imagede T : Z(T)={y€H|ix€H, y=Tx}

REMARQUE 2.7 Le sous-espace A(T) est fermé en tant que image réciproque de {0} par un opérateur
continu.

DEFINITION 2.8 Si E est un sous-ensemble de H, on appelle orthogonal de E et on note E* Uensemble des
éléments de H orthogonaux a tout élément de E.

COROLLAIRE 2.9 (complémentaire orthogonal) Si M est un sous-espace fermé de H, alors H =M & M+,
Cest-a-dire M et M~ sont des sous-espaces fermés dont Uintersection est réduite a {0} et qui ont pour somme
H.

DEMONSTRATION.

> Si E est un sous-ensemble de H, alors par linéarité du produit scalaire, E est un sous-espace de H. De plus
il est fermé en tant que intersection des N, = {y € H|(x |y = 0)}, qui sont eux-mémes fermés puisque noyaux des
applications continues (x |-)

> Six € MNM?' alors (x |x) =0, et par conséquent x = 0. Enfin si z € H, alors d’apres le Théoréme 2.2, on
pourra écrire z =gz, + 2, avec gz, =Pz €M et 2, =2—32,.Siy € M et A € C, alors, puisque ||z,|| = d(z, M),

llz2ll” < llz — 2 + Ay [1* = llz + Ay [1> = llzol* + AP Ly 1P + 29Re (A (¥ 122 )
et en choisissant A = —(z, |y ) /|ly||*, on obtient

BTN ;
lyll
ce qui implique (¥ |2, ) = 0, soit z, € M.
Q.E.D.
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DEFINITION 2.10 On appelle dual de H et on note H’, 'ensemble des formes linéaires continues sur H. Il est
canoniquement muni de la norme suivante qui fait de lui un espace complet :

(A: x)H/ H
Al = sup ———— 2.4
xen lxlly
COROLLAIRE 2.11 (Théoréeme de représentation de Riesz) La formule suivante :
(A, x)=(xly), (2.5)

définit une isométrie antilinéaire y — A : H— H’.

DEMONSTRATION.

> La formule (2.5), ol y est donné, définit en vertu de I'inégalité de Schwarz un élément de H' tel que ||A|ly <
llyllg - Comme de plus

IyIP = 1y)= (A y) <Al Iyl
il en résulte que ||A]| =||y]|.

> Montrons réciproquement que tout élément de H’ est de la forme (2.5). Si A =0, on prend y = 0; sinon on
note M le noyau de A, c’est un sous-espace fermé strict de H, et par conséquent d’aprés le Corollaire 2.9, il existe
z # 0 appartenant 3 M*. Comme

(A, x)z—(A,z)x €M, Vx €H,
il en résulte que (A, x) (z|2) — (A, 2) (x |2) = 0, et par conséquent (2.5) avec y = z(A,z)/|1z]|*.

Q.E.D.

PROPOSITION 2.12 (Riesz) Si H est un espace de Hilbert et si sa boule unité fermée By est compacte, alors
H est de dimension finie.

DEMONSTRATION.

> La boule By étant compacte, elle peut étre recouverte par un ensemble fini de boules ouvertes de rayon 1/2,
dont les centres seront notés x;, i = 1, k. Notons F 'espace vectoriel, de dimension finie, engendré par les x;; nous
montrerons que H = F.

> Raisonnons par I'absurde et supposons le contraire, alors 3x € H \ F. Comme F est fermé, car de dimension
finie, 3¢ > 0, tel que B(x, €)NF = @, et quitte & augmenter ¢, B(x,2¢)NF # @. Notons y un élément de B(x, 2¢)NF
etz =(x—y)/llx—yll; pour tout i on peut écrire x =y +z|[x —y|| =y +x; [|x —y||+(z2—x;) ||x — y||, et comme
y+x; || x—y |l€ F onaura ||z — x;|| ||x — y|| > &. Si nous choisissons alors i, comme c’est possible par construction
des x;, tel que ||z — x;|| < 1/2, on en déduit que ||x — y|| > 2¢, ce qui constitue une contradiction.

Q.E.D.
Désormais T notera un opérateur linéaire borné sur H.
DEFINITION 2.13 On note S; = AI — T, ott A € C, et I note lidentité et on appelle

(i) Spectrede T : o(T) = {A eC |S;L n’est pas un automorphisme de H}.

(ii) Spectre discret de T : V(T) = {A € C | AN (S;) # {0} }, les éléments du spectre discret sont appelés
valeurs propres, ceux de A (S;), vecteurs propres associés a A.

PROPOSITION 2.14 Des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes forment un systéme libre.
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DEMONSTRATION. Raisonnons par récurrence, et admettons que les x;, i = 1,n—1 associés aux valeurs propres A;
\ . . n—1 n—1 \
forment un systéme libre. Si on admet alors que x,, = >, i;X;, on aura Tx, = >.'_ A;u;x;, d'olt

i=1
n—1 n—1

Anzu‘ixi = E AibhiXi,
i=1 i=1

soit Z:.:ll(li — A )uix; = 0, ce qui implique y; = 0, i = 1,n— 1, et par conséquent x,, = 0 ; il s’agit 1a d’'une
contradiction. On a donc montré que les x;, i = 1, n forment un systéme libre.
Q.E.D.

2.2 Alternative de Fredholm

DEFINITION 2.15 On dit que Uopérateur T : H — H, est compact si T(By) est relativement compacte, c’est
encore dire si de toute suite bornée de H on peut extraire une sous-suite dont limage par T converge.

REMARQUE 2.16 Notons que la somme de deux opérateurs compacts, le produit d’un opérateur compact par
un scalaire non nul, le produit de deux opérateurs bornés dont l'un est compact, sont compacts.

LEMME 2.17 Si T est compact et A # 0, alors il existe C > 0 tel que
d(x, /(Sy)) < C|Sx||, Vx €H.

DEMONSTRATION.

> Commencons par remarquer qu'a condition de remplacer T par T /A, il suffit de démontrer le Lemme pour
A = 1. On se contentera alors de noter S pour S;.

> Raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe une suite x,, vérifiant d(x,, A (S)) = n, avec ||Sx,|| = 1.

Posons alors
Xp— P (xn)

1 A, N (S))

ou & est I'opérateur de projection sur A(S) ; on aura ||z,|| =1, et S(2?)(x,,) = 0, et par conséquent

1

1Sz, 1l = A, A5

1
<-.
n

> Comme 2, est bornée, par compacité de T, il existe une sous suite extraite z,, telle que Tz,, converge, soit
vers z. On aura z,, = (T + S)z,,, par conséquent z,, converge également vers z, dont il résulte que Sz = 0.

> On a donc montré que z € A(S), mais comme 2z, — 2, et d(z,, 4#(S)) = ||lz,|l = 1, on aboutit a une
contradiction.

Q.E.D.

THEOREME 2.18 Si T est compact et A # 0, alors
(1) A(S,) est de dimension finie.
(i) Z(S,) est fermée.

DEMONSTRATION.
> On remarque la aussi qu'il suffit de considérer le cas ot A = 1.

> Il est tout d’abord clair que T (A (S)NBy) = A (S)N By, par conséquent A (S)N By est relativement compact
dans H, et comme A(S) est fermé, on en déduit que la boule unité de A4(S) est compacte. En vertu du Lemme 2.12,
on en déduit que A(S) est de dimension finie.
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> Soit maintenant x, € H, supposons que la suite Sx, converge, soit vers y,

nous allons construire x € H tel que y = Sx, il en résultera que Sx € %(S). Posons 2z, = x, — Z(x,), ou &
est comme précédemment l'opérateur de projection sur A(S). On aura ||z,|| = d(x,, #(S)), soit en vertu du
Lemme 2.17, ||z,]| < C||Sx,|| ; comme la suite Sx,, converge, on en déduit que ||z, || est bornée.

> La compacité de T nous permet alors d’affirmer 'existence de la suite z,, extraite de z, telle que Tz, converge.
Mais z,, = (T + S)z,, = Tz, + Sx,; il en résulte que z,, posséde une limite, soit x, et que x = Tx + y, ou encore
¥y =Sx.

Q.E.D.

THEOREME 2.19 Si T est compact, les seuls éléments non nuls de son spectre sont ses valeurs propres non
nulles.

DEMONSTRATION.

> Il est tout d’abord clair que toute valeur propre de T appartient a son spectre. Il nous suffira donc de démon-
trer que si A # 0 n’est pas valeur propre, alors A € o(T), c’est encore dire que si S, est injectif, alors il est surjectif
et d’inverse continu.

> Posons donc F,, = Z(S,)", la suite F, est décroissante au sens large, on va montrer qu’elle est stationnaire au
dela d’un certain rang. Au Théoréme 2.18 on a montré que chaque F, est fermé dans F,_; pour la topologie induite ;
si on admet que F,,; & F,, Vn, alors, en vertu du Lemme 2.3, il existe x, € F, tel que ||x,|| =1 et d(x,, Fy41) =1.
Choisissons m < n, alors x, — x,, € F,,, et S;(x, — X)) € Fjpy1. On aura alors

Tx,—Txp= ()'I _SA)(xn _xm) = _l(xm _Zm):

1
% = X + XSA(Xn —Xp)

appartient a F,,,;. On en déduit que ||Tx, — Tx,,|| = mod A, ce qui est incompatible avec la compacité de T.

> Montrons maintenant que S, est surjective : soit y € H, pour un certain N on aura (S,)Vy € Fy = Fy,1,
Clest-a-dire qu'il existe x € H tel que (S;)"y = (S,)"*1x, soit ((5,)Vx — (S;)¥"1y) € AH(S;). Comme on a supposé
que A n’est pas valeur
propre, on en déduit que (S, )¥x = (S;,)V "'y, soit par récurrence S, x = y ; la surjectivité de S, en résulte.

> Reste & montrer la continuité de (S,)!, c’est bien stir une conséquence du théoréme des homomorphismes
de Banach, mais aussi plus simplement du Lemme 2.17 : soit y € H, posons x = (S;) "'y, on aura

llx|l = d(x,0) = d(x, #(S3)) < ClISpx|l,

soit ||(SA)*1yH <Cliyll-
Q.E.D.

COROLLAIRE 2.20 (Alternative de Fredholm) Si l'opérateur T est compact, et si A # 0, alors une et une
seule des deux
propositions suivantes est vérifiée :

(i) lUéquation (AI — T)x = 0 admet une solution non nulle

(ii) Uéquation (AI — T)x = y admet une solution et une seule Vy, et elle en dépend continiiment.

THEOREME 2.21 Si H est de dimension infinie et T est compact sur H, alors
@ o(T) < B(O, T}
(i) 0€0o(T)
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(i) o(T)\ {0} est soit

o vide

¢ formé d’un nombre fini de points

o formé d’un ensemble dénombrable de points s’accumulant en O.

REMARQUE 2.22 0 peut étre valeur propre, mais pas nécessairement, méme si la suite des valeurs propres a
0 pour point d’accumulation.

DEMONSTRATION.

> Supposons que mod A > ||T|| et choisissons f € H ; résoudre I’équation S, = f est équivalent a résoudre
Sx = x, avec §x = (Tx + f)/A. Lapplication S est contractante puisque

”le SXZH |7L|

||Tx1—T ol < == llxg — x2ll;

on en déduit qu’elle admet un point fixe unique, et par conséquent que A n’est pas valeur propre de T. Comme
A #0, il en résulte que A & o(T).

> Supposons que 0 ¢ o(T), alors T est inversible. Mais en vertu de la compacite de T, T(By) est relativement
compacte, et également fermée, en tant que image réciproque de By par T}, continue. Il en résulte que T(By) est
compacte, et par conséquent By, par continuité de T~! ; c’est impossible d’aprés le Lemme 2.12.

> Soit maintenant A, une suite d’éléments tous différents de o(T)\ {A}, convergeant vers A; on va montrer que
nécessairement A = 0, c’est dire que O est le seul point d’accumulation possible. Les A, sont des valeurs propres de
T, d’apres le Théoréme 2.19; notons donc x,, un vecteur propre associé a A, et 9, le sous-espace engendré par la
famille {x;, x5, ...,x,}. Les M, sont de dimension finie et par conséquent fermés, ils forment une suite strictement
croissante en vertu de la Proposition 2.14; le Lemme 2.3 nous montre par conséquent qu'on peut construire une
suite de vecteurs unitaires y, dans 9, qui vérifie d(y,,9M,,_;) = 1. Pour n > m on aura

Tyn/kn_ Tym/xm = (Anyn _Slnyn)/ln_()tm.ym _Slmym)/xm
:.yn_(ym+Slnyn/kn_slmym/lm) =Yn—%,

oll z, € M,_, puisque M, est croissante et que M,_; = S, (M,). Donc [|Ty, /A, — Ty, /Anll = 1; ce qui est
incompatible avec le fait pour la suite Yo/ A, d’étre bornée, en vertu de la compacité de T. Il en résulte que A = 0.

> Notons enfin que o(T)\]— = —[ est compact, puisque o(T) est borné; en vertu du théoréme de Bolzano-
Weierstrass, il ne pourra donc contenlr qu'un nombre fini de points. On en déduit que 'ensemble o (T) est dénom-
brable.

Q.E.D.

2.3 Lopérateur adjoint
DEFINITION 2.23 Soit T un opérateur borné, la formule
(T*x|y)=(x|Ty) Vx,y €H
définit un opérateur linéaire T* : H — H, appelé adjoint de T.
REMARQUE 2.24 Lopérateur T* ainsi défini est continu et vérifie ||T*|| = ||T]| .
PROPOSITION 2.25 (Théoreéme de Schauder) Si T est compact, T™ Uest également.

DEMONSTRATION.
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> Notons A un borné de H, par continuité de T*, T T* est compact; c’est dire que de toute suite x, dans A, on
peut extraire x,, telle que T T*x,, converge.

> Considérons alors la suite T*x,,, elle vérifie
2
TG — 21" = (g = X [ TT (e = X)) < g = X [l 1T T — 2 )1 < CIT T (0 — x0)1
puisque A est borné. Or T T*x,,, converge, c’est donc une suite de Cauchy, et T*x,, également; on en déduit qu’elle
converge et par conséquent la compacité de T*.
Q.E.D.

LEMME 2.26 La fermeture de l'image de T est Uorthogonal du noyau de son adjoint :
R(T) = N(T*)*

DEMONSTRATION.
> Notons tout d’abord que A (T*)* est fermé; en effet

NI = () {=lEzx)=0},
xeN(T*)
et chacun des {z|(z|x) =0} est fermé par continuité du produit scalaire.
> Pour montrer que m c H(T*)*, il suffira donc de montrer que #(T) € A (T*)*. Soit donc y € Z(T),
onauray =Tx,etsif € A/(T*),
U If)=([Tx|f)=(|T*f)=0.
C’est dire que y € A (T*)*.
> Réciproquement, soit y & W, nous devons montrer que y & A4(T*)*. Notons y; la projection orthogonale
de y sur Z(T), et y, =y —y; ; on aura

0=(y2ITx)=(T"y,Ix)), Vx €H,

on en déduit que y, € A(T*). Mais

2
[

(Y2 ly) = aly) + 1yl = llyll?,

qui n’est pas nul, car y ¢ Z(T). On en déduit que y ¢ A (T*)*.
Q.E.D.

THEOREME 2.27 Si T est compact H— H, alors

(1) o(T*)=45(T), ou 6(T) note le conjugué de o(T).

(i) Sion suppose que A € o(T)— {0}, pour que équation S;x = y (respectivement S;x = y) admette
des solutions, il faut et il suffit que y € JV(S;)J‘ (respectivement y € N (S;)4).

REMARQUE 2.28 Ce théoréme apporte une précision au cas (i) de Ualternative de Fredholm.

DEMONSTRATION.
> Notons tout d’abord que S} = AI —T*, en effet

(M =TYx|y)=(x|A —T)y)=(Ax]y)—(T*x]y).

> Admettons que A € ¥(T*), nous noterons y un vecteur propre de T* associé & A; y m’étant pas nul et
appartenant a .#(S;) n’appartient pas a son orthogonal, et par conséquent, en vertu du Lemme 2.26, y & 2 (S,).
On en déduit que A € o(T), on a donc montré que ¥(T*) C o(T). A l'aide des Théorémes 2.19 et 2.21, on en
déduit que 6(T*) c o(T), et comme (T*)* =T, que 6(T*) = o(T).

> Soit A € o(T)— {0}, compte tenu du Théoréme 2.18, le Lemme 2.26 nous montre que pour que y € Z(S,)
il faut et il suffit que y € (JV (S;))L ; la seconde partie du théoréme s’en déduit.

Q.E.D.
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2.4 Opérateurs auto-adjoints

DEFINITION 2.29 On dit que T est auto-adjoint si T* = T.
LEMME 2.30 Si T est auto-adjoint, on a
ITIl= sup |(Tx|x)|.

llx|l=1
DEMONSTRATION.
> Posons a = supy =1 |(Tx|x)|, onaura a < ||T|.

> Réciproquement, posons u = (|| Tz|| / ||z|])"/?, et u = Tz/u. Nous aurons

IT2]|* = (T2 |pu) = (T (uz) lu) = (Tuluz),

soit
1
I T=|* = Z((T(MZ +u) |z +u)—(T(uz —u) |luz —u))
1
< za(llpz +ull + lluz —ul”)
ou encore

a
IT=)1* < 5 (e N2 + [lual®)
< allzll IT=]l.

On a donc montré que ||Tz|| < allz||, Vz € H, soit ||T|| < a.
Q.E.D.

LEMME 2.31 Si A est un opérateur borné : H — H, qui vérifie
dK >0, ||vllgy <K|Av||y, VvEH, (2.6)
alors l'image %(A) de H par A est un sous-espace fermé de H.

DEMONSTRATION. On démontrera que % (A) est égal a son adhérence; soit donc v, une suite de H telle que Av,
converge, soit vers w. Nous devons montrer que w € %Z(A); la suite Av, est de Cauchy, et également la suite v, en
vertu de I'inégalité inverse (2.6), on en déduit qu’elle converge, soit vers u. Par continuité de A on aura w = Au, ce
qui prouve que w € Z(A).

Q.E.D.
PROPOSITION 2.32 Si T est auto-adjoint, on a (T) C R.
DEMONSTRATION.
> Soit A € C\ R, nous pouvons écrire
llxll 1S5l = [(Spx [x)| = |Allx]|* = (Tx [x)| = [9m A [|x]1?,
puisque (Tx |x) = (x|Tx) est réel. On en déduit que
ISl = [Jm Al lx]], 2.7)

et par conséquent que S, est injectif.
> Remplacant A par A on en déduit également que S 7 est injectif. Mais A # 0, et par conséquent
R(S)) = R(S;) = N(S;)" = H(S3)",

en vertu des Lemmes 2.31 et 2.26 et de la continuité de S,. Il en résulte que S, est surjectif, et par conséquent
bijectif, I'inverse étant continu d’apres I'inégalité (2.7). C’est dire que A n’appartient pas au spectre.

Q.E.D.
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PROPOSITION 2.33 Si T est auto-adjoint, les sous-espaces propres A(S;) associés a des valeurs propres
différentes sont orthogonaux.

DEMONSTRATION. Six; €N (Sxi) i=1,2, ol les A; sont des valeurs propres différentes de T, alors, puisque A, est
réel, en vertu de la Proposition 2.32,

Ay (g Ix9) = (1 [Txy) = (Txq |x3) = Aq (1 |x5)

et par conséquent, (x; |x;) =0.
Q.E.D.

LEMME 2.34 Si T est auto-adjoint, pour que A & o(T), il faut et il suffit qu’il existe une constante C > 0,
telle que
IS, x|l = Cllx||, Vx € H.

DEMONSTRATION.
> Il est clair tout d’abord que I'inégalité est vérifiée deés que A & o (T).

> Supposons réciproquement que l'inégalité soit vérifiée. On a vu a la Proposition 2.32 que si A ¢ R alors
A & o(T) ; supposons donc que A € R. On aura

C llxll < l1S,x11 = |}s5x

=3l

par conséquent, de méme qu’a la démonstration de la Proposition 2.32, S, est inversible ; 1a conclusion en découle.

Q.E.D.

LEMME 2.35 Si T est auto-adjoint, alors pour que A € o(T) il faut et il suffit qu’il existe x,, € H, telle que
llx,ll =1 et (Sax,) — 0.

DEMONSTRATION.

> Supposons que A & o/(T), et que (S;x,) — 0, avec ||x,|| = 1, alors x,, = S; 'S, x, — 0, par continuité de S;* ,
ce qui est incompatible avec ’hypotheése ||x,|| = 1.

> Réciproquement, si A € o(T), le Lemme 2.34 nous prouve I'existence d’une suite y, vérifiant ||S,y,| <
[yl /n ; le Lemme est alors démontré en prenant x, = y,/ || yall -

Q.E.D.

PROPOSITION 2.36 Si T est auto-adjoint, et si on note

M= sup (Tx|x) etm= inf (Tx|x),
llxll=1 Il =1

alors M etmeR et
@) o(T)c[m,M], et
(i) metM e o(T).

DEMONSTRATION.

> Supposons que A > M, et démontrons que A ¢ o(T), cette méme démonstration en remplacant T par —T
permet alors de prouver la premiére partie de la Proposition. Comme a la Proposition 2.32, nous aurons

xll 1S3l = 1(Sax 1)l = [Alll* = (Tx %) = (A= M) |Ix|?,

et le Lemme 2.34 permet de conclure.
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> Montrons maintenant que M € o(T), démonstration qui montrera également que m € o(T), en remplacant
T par —T. Notons x, une suite majorante pour (Tx |x ), c’est-a-dire vérifiant

llxnll =1 6,—0 avec 6, = (Tx, |x,)—M.
Afin d’utiliser le Lemme 2.35, calculons ||[(MI — T)xnll2 ; pour ¥ € R, nous aurons
I =T, |1* = (M + 1), = (T +yDxall® = 1T +yDxall® + (M + 1) llxall” = 20M + 1) Re {((T + yDacy Ix,)} -
1l est clair que ((T + yI)x, |x,) =M +y + 5, ; il en résulte que

lim ||[((MI—T)x,|I> = lim [|(T +yDx,|*> — (M +y)*
n—oo n—oo

> On aura par ailleurs, d’apres le Lemme 2.30

(T +yDx,|| <|IT+7I||= sup mod (Tx|x)+y=max{ mod M+y, modm+ry}.

[Ix[l=1
Comme mod m < ||T||, onaura M +y = m+y > 0, dés que v est choisi tel que y > ||T||, et par conséquent

Tim [|(MI = T)x,|* < (M +71)* = (M +7)* =0.

On en déduit que M € o(T) en vertu du Lemme 2.35.
Q.E.D.

COROLLAIRE 2.37 Si T est auto-adjoint, et si o(T) = {0}, alors T = 0.

DEMONSTRATION. Si o(T) = {0}, d’aprées la Proposition 2.36, on aura m = M = 0, et comme, d’apres le Lemme
2.30, ||T|| = max{ mod M, mod m}, on en déduit que ||T|| =0, soit T = 0.
Q.E.D.

DEFINITION 2.38 On dit que H est somme directe Hilbertienne de ses sous-espaces E;, i = 1, 00, si et seule-
ment si

(i) les E; sont fermeés, deux a deux orthogonaux et

(ii) Uensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments des E; est dense dans H.

H:®El

1EN*

On notera

THEOREME 2.39 Si T est auto-adjoint compact : H — H, alors H est somme directe Hilbertienne des sous-
espaces propres attachés a chacune de ses valeurs propres :

B s

A€V(T)

DEMONSTRATION.

> Les A/(S,) sont bien entendu fermés, quant a 'orthogonalité, elle résulte de la Proposition 2.33.

> Notons maintenant F I'espace engendré par les sommes finies d’éléments des A(S,) ou A € ¥(T). Nous
poserons G = F, et nous devrons montrer que G = H.

> Montrons tout d’abord que G et G* sont stables par T. Soit x € F, on aura x = Duicr X, ou I est fini, et par
conséquent Tx = D, A;x;, ot A; € ¥(T). On en déduit que Tx € F, et par continuité de T, que T(G) C G. Prenons
alors x € G+, et y € G, onaura Ty € G, et donc (x |Ty) = 0, soit (Tx |y ) = 0 ; on en déduit que Tx € G*, soit
T(GY) c G*.
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> Nous pouvons donc définir la restriction T’ de T 4 G* ; nous montrerons que T’ = 0, soit G* < A(T).
Soit donc u € o(T’), u # 0, c’est une valeur propre de T’ d’aprés le Théoréme 2.19, et par conséquent, il existe
x' # 0, x' € G*, tel que T’x’ = ux’. On en déduit que u € o(T), et que x’ € A(S,) C G, et par conséquent
x’ € GNG*'; il en résulte que x” = 0, ce qui constitue une contradiction. On en déduit que o(T’) = {0}, et par
conséquent que T’ = 0, d’apres le Corollaire 2.37.

> Si 0 n'est pas valeur propre de T, alors A4 (T) = {0}, et par conséquent G = {0}, soit G = H. Si 0 est valeur
propre de T alors A (T) = A (S,), et par conséquent A (T) C G, ce qui implique encore G* = {0}, et G = H.

Q.E.D.

PROPOSITION 2.40 Si

H=QE,

neN*

et si on note x, la projection sur E,, de x € H, alors
(D Z:Z 1 X converge vers X, et
. 2 oo 2
G [lxll* =25, lIxll*.

DEMONSTRATION.
) Lo: oo 2 k 2
> Montrons tout d’abord que la série anl ||, ||* converge, et posons o} = anl lx,]I*, on aura

k k
ok=(x an) < el || D xa| < lxll v/,
n=1 n=1

car les x,, sont orthogonaux deux & deux. On en déduit que o < ||x||* et que la série Zz; llx,|I* converge.

2
> Onaura szszn =

?1: ) ||xn||2 , il en résulte que la série Zzl x, est de Cauchy, et par conséquent qu’elle

converge. Si nous notons alors P(x) sa somme, nous aurons

oo
2 2 2
IPCOIZ < D |1 < llxll?,
n=1
dont découle la continuité de P. Mais comme P(x) = x dés que x € E,, il en résulte que P n’est autre que l'identité
sur 'espace des combinaisons linéaires finies des éléments des E,, et par continuité sur son adhérence H tout
entiere.

> La formule finale s’obtient par passage a la limite a partir de I'identité Zﬁzl ||xn||2 = “Zﬁzl X,
Q.E.D.

REMARQUE 2.41 Le Théoréme 2.39 et la Proposition 2.40 nous montrent donc qu’on peut construire une
base Hilbertienne (orthonormale) {e,|n € N*} de H, formée de vecteurs propres de l'opérateur auto-adjoint
compact T. Pour tout élément x € H, on aura

x= > (xlede et lx[>= > mod (x[e,)?.

neN* neN*

De plus les e, diagonalisent T selon Uexpression

Tx =D An(xles) e

neN*

ott les A, sont les valeurs propres respectivement associées aux e,,.

COROLLAIRE 2.42 Si T est auto-adjoint compact, c’est la limite d’une suite d’opérateurs auto-adjoints com-
pacts de rangs finis.
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DEMONSTRATION.

> Comme T est compact, nous pouvons ordonner ses valeurs propres A; en une suite dont les modules dé-
croissent. Nous notons x; la projection de x sur A (Sxk), et T,(x) = ZZ=1 A X

> Lopérateur T, est clairement auto-adjoint, et on a dim(%(T,)) = ZZ=1 dim(A(S;,)) < oo, dont découle
la compacité de T,. De plus, d’apres la Proposition 2.40, on a x = Z:Zl X, et par continuité de T, T(x) =
> poy Aexg = lim,,_, o0 T,(x). On aura méme
2 oo

2 2
= >, mod 2] [lx

k=n+1

IT(x) = T,(0)II* =

Z Ak Xy

k=n+1

et donc -
ITG) =T, < mod A2, > llxl* < mod 22, [Ix|1,
k=n+1
toujours d’aprés la Proposition 2.40. On en déduit que || T — T,|| < |A,41], qui tend vers O.

Q.E.D.

2.4.1 Quotients de Rayleigh

Dans ce paragraphe nous supposerons que T est non seulement auto-adjoint compact, mais encore
positif, c’est-a-dire que (Tx |x) = 0, Vx € H; une caractérisation tres commode des valeurs propres est
alors accessible. Notons que ces valeurs propres sont des réels vérifiant (Txy |x; ) = A ||lx]|*, et sont par
conséquent positives.

DEFINITION 2.43 On appelle quotient de Rayleigh la quantité suivante :
(Tx|x)

lxl
PROPOSITION 2.44 Supposons que les valeurs propres A, de T sont rangées dans 'ordre décroissant et
sont associées aux vecteurs propres e;., notons ‘#. le sous-espace engendré par les e;, i = 1,k et W, U'ensemble

des sous-espaces de dimension k de V. Alors les éléments propres (A, e;) de T admettent les caractérisations
suivantes :

R(x) = (2.8)

A’k = %(ek) (29)

A = ;1‘61% R(x) (2.10)

Ar = max R(x) (2.11)
xe‘/f/kﬁl

Ar = max minfR(x) (2.12)
WeW, xeW

Ar = min max R(x) (2.13)

WGWk_l xewl

DEMONSTRATION.
> On a de facon évidente R(e;) = Ay.

. k o
> Six € #; alors x = Zi:l a;e;, d’ou il résulte

k
Z A; mod a?
Rx)= SF—— 2 A

E mod a?
im1



2.5. Problémes variationnels spectraux 35

La formule (2.10) découle alors de (2.9).

> Sixewt

’ . o 7 . yON4
1> On peut écrire x = Zi:k a;x;, on en déduit, comme précédemment que

Z)Li mod ai2
Rx)=22 <.
mod a?

i>k
> On déduit tout d’abord de (2.10) que

max minR(x) > A;;
Wew, xew

mais réciproquement si on choisit W € W,, on ne peut avoir W C #}_; et par conséquent, 3x # 0, € W N ‘Wk{ 1
De (2.11) on déduit alors que A; > R(x), d’ott il résulte que A, > min,, oy R(w), YW € W, soit

A = max min R(w),
Wew, wew

et par conséquent la formule (2.12).
> On opére de méme, et on choisit W € W,_; et x #0, € W N #,; on aura en vertu de (2.10) A, < Z(x); il
en résulte que

A £ min max R(w),
WEW,_, wewL

'inégalité inverse découle alors de (2.11).

Q.E.D.
2.5 Problemes variationnels spectraux
L'objet de ce paragraphe est I’étude de problémes du type
—Au—pu = f dans Q,
{ u =0surdQ, (2.14)

ol u est positif, ce qui empéche la forme bilinéaire associée d’étre elliptique. Dans tout ce paragraphe
nous supposerons Uouvert §2 borné. Nous verrons que 'utilisation de la théorie spectrale précédemment
développée conduit a des résultats de qualité comparable a celui fourni par le théoreme de Lax-Milgram.
La formulation variationnelle de (2.14) est la suivante :

Trouver u € Hé(ﬂ), tel que Vv e H(l)(Q),

J Vu-Vvv —,uf uv :J fvdy. (2.15)
Q Q Q
2.5.1 Formulation générale
11 est facile de voir que le probleme qui précede entre dans le cadre suivant :
Trouver u €'V, tel que Yv €V, (2.16)

a(u,v)—u(ulv)y =q(v), ot
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o V et H sont deux espaces de Hilbert tels que

VCH

C

(dans le cas du probleme (2.15) ona V = Hé(Q) et H = L%(Q), linjection étant compacte en
vertu du théoréme de Rellich 1.19)

o a et q sont respectivement une forme sesquilinéaire continue elliptique sur V, et une forme anti-
linéaire continue sur V.

Cadre fonctionnel

Commengons par préciser quelque peu I’étude du probleéme variationnel

Trouver u €'V, tel que Yv €V,

a(u,v)=(f[v)y, ot f €H. (2.17)

Notons .# I'application
HE V' f o Lot 00)=(f [ )y, (2.18)

le théoreme de Lax-Milgram 1.2 nous montre que la solution u de 2.17 est de la forme u = ¥ (£) ol &
est continue V' — V. Nous poserons alors

GYG=SL oM :H—YV, (2.19)

et nous pourrons écrire
a(9f,v)=(1v)y, YveVw (2.20)

Notons également ¢ l'injection canonique V — H, supposée compacte ; nous poserons
YGy=%o ¢:V—YV, (2.21)

et
Yy=Ff0%:H—H, (2.22)

ces deux applications étant compactes. Le diagramme suivant résume ces définitions :

Gy
H — H
T 9N Ts
v —s V

Gy

Probléemes aux valeurs propres

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier le probléme homogene (2.16), soit en fait le probléme
variationnel de valeurs propres :

Trouver u€ Cetu#0€V, telque YveV

a(u,V)=uu|v)y. (2.23)

Compte tenu de (2.20) et (2.21), le probléme (2.23) peut s’exprimer sous la forme u = %, (uu), soit

1
Yyu=—u, uev. (2.24)
u
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PROPOSITION 2.45

(i) Les valeurs propres u, de (2.23) sont en quantité dénombrable, ne peuvent s’accumuler qu’a Uinfini et
sont situées a Uextérieur d’'un disque de rayon strictement positif.

(i) Les sous-espaces propres associés aux valeurs finies de u,, sont de dimension finie.
(iii) SiV estdense dans H, alors 0 n’est pas valeur propre de %y, c’est-a-dire y = 00 n’est pas valeur propre
de (2.23).
DEMONSTRATION.
> Il s’agit essentiellement d’appliquer les Théorémes 2.18 et 2.21, avec T = ¥, et A =1/pu.
> Comme & est un isomorphisme, O est n’est pas valeur propre de %, si et seulement si .# o ¢ est injective;
c’est-a-dire si 'équation (_fu|v)y; =0, Vv € V n’a que la solution nulle, ou encore (VH)L = {0}.

Q.E.D.

PROPOSITION 2.46 Le probléme de valeurs propres (2.23) peut s’exprimer sous la forme équivalente

Gyii=—1, i €H, (2.25)

IS

ol it = fu, (u,u) étant solution de (2.24).

DEMONSTRATION.
> Si (u,u) est solution de (2.24) alors, en multipliant a gauche (2.24) par _# on voit que (u, i) est solution
de (2.25), il n’étant pas nul puisque _# est injectif.
> Réciproquement si (u, i) est solution de (2.25) alors @i = ¢ (u ¢i1), ce qui en fait un élément de V. Multi-
pliant (2.25) par ¥, on constate que (u, ¥ii) vérifie (2.24). Il en résulte que (2.25) est équivalent a (2.24).
Q.E.D.

Alternative de Fredholm

Revenons a la résolution du probleme (2.16), il peut étre mis sous la forme u = %, (uu) + ¥q, soit
1 1
—I—-% lu=—-%q, ueV. (2.26)
u u
PROPOSITION 2.47 Le probléme (2.16) admet une solution et une seule dépendant continiiment de q, si et

seulement si u n’est pas valeur propre de (2.23)

DEMONSTRATION. Il ne s’agit la que d’une application du Corollaire 2.20 a la formulation (2.26).
Q.E.D.

2.5.2 Formes hermitiennes

Dans le cas ol a est hermitienne, c’est-a-dire si a(u, v) = a(v, u), afin de profiter pleinement du carac-
tere auto-adjoint des opérateurs sous-jacents nous serons amenés a renforcer I’hypothese de coercivité
en supposant a positive, c’est-a-dire :

a(u,u) > a ||u||€ , Yvev (2.27)
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REMARQUE 2.48 Une notion renforcée souvent utile est la suivante : il existe 8 €]— 1, 7] et a € R, tels que
Re {eiga(u,u)} >a ||u||€.

Cette condition implique évidemment la coercivité et signifie que, de plus, a(u,u) prend ses valeurs dans un
cone du plan complexe dont Uangle est inférieur a .

PROPOSITION 2.49 Si a est une forme hermitienne coercive positive, les opérateurs 4, et 9y sont auto-
adjoints, respectivement pour les produits scalaires a(-,-) et (- |- )y .

DEMONSTRATION.

> Notons d’abord que a étant continue, hermitienne coercive et positive, elle constitue un produit scalaire sur
V, définissant une norme équivalente a la norme initiale.

> On aura, Yu,v €V,

a(Yyu,v)=(Lul|gv)y=(2v|fu)y =a(Y,v,u).

> De méme, Vi,V € H,

(Yyt|V )y = (T |9ty = a(9V, 9i) = a(9i, 97) = ([l |9y T )y

Q.E.D.

Bases hilbertiennes

Nous noterons désormais (uy, ex) les éléments propres du probleme (2.23).

PROPOSITION 2.50
(i) Les uy sont des nombres réels strictement positifs.

(ii) Les e; peuvent étre choisis de sorte qu’ils forment une base orthonormale de V pour le produit scalaire
1/2
a(') ')J les yk = Auk/

(iii) SiV est dense dans H, alors les u; forment une suite tendant vers Uinfini.

ey formant alors une base orthonormale de H.

DEMONSTRATION.

> Le caractere réel des u; est une conséquence de la Proposition 2.32 appliquée a la formulation (2.24). De
plusonaa ||ek||‘2/ < aley, ex) = Ug ||ek||i, , d’ot1 le caractere positif des .

> D’apres le Théoreme 2.39 appliqué a 'opérateur %, V est somme directe hilbertienne de ses sous-espaces
propres ; les vecteurs propres en composant les bases pouvant alors étre choisis orthogonaux et normés, c’est-a-dire
vérifiant a(e, e,) = 1. Mais on sait également que H est somme hilbertienne de ces mémes sous-espaces propres ;
comme a(ey,e,,) = Ui (ex len )y , les e, forment une base de H composée de vecteurs mutuellement orthogonaux,
et comme a(ey, e,) = Uy (ex lex )y = (Vi 1Yk )y » les yi forment une base orthonormale de H.

> Nous avons vu a la Proposition 2.45 que si V est dense dans H, alors 0 n’est pas valeur propre de %,; V de
dimension infinie est donc somme hilbertienne de sous-espaces propres tous de dimension finie, ils sont donc en
nombre infini. D’autre part on sait que le seul point d’accumulation des 1/u; est 0, il en résulte que w; tend vers
l'infini.

Q.E.D.
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PROPOSITION 2.51 Les vecteurs propres de (2.23) permettent d’obtenir les caractérisations suivantes :

Hz{szakyk IFII;=>" mod a? <+oo} (2.28)
k>1 k>1
V={v=2akyk a(v,v)=2uk mod ai <+oo} (2.29)
k>1 k>1
‘= {q = Zak ke [llglly, = Zugl mod a? < +00 } (2.30)
k>1 k>1

DEMONSTRATION.
> Le théoréme de représentation 2.39 nous montre que tout élément f de H est de la forme

F= @y 2.31)

k>1

ol la série converge normalement dans H. Réciproquement, si on pose fi = >._, a;¥;, ol lesa; vérifient ), .,
mod a3 < 400, alors la suite f; vérifie ||f,, — fkllf{ => mod a?; il en résulte que f; est de Cauchy et par
conséquent converge dans H.

m
i>k+1

> Le méme raisonnement s’applique dans V, muni du produit scalaire a(, -) et prouve que

V={V=Zﬂkek

k>1

a(v,v)=>_ mod B} <+oo }
k=1
La caractérisation annoncée découle alors simplement de la relation y, = ,u}(/ 2 e.-
> Siq eV, alors (q,v) =a(Fq,v), Vv €V, et comme Fq €V, d’aprés 2.29 on aura
7q =Za;<yk avec Z,uk |a;(|2 < +00;
k>1 k=1

il en résulte que

a(#q,v) =Y ara(yiv) = O (i v )y

k=1 k=1
et par conséquent

q =Zak (i Iv) ,avec oy = a; puy et .Zu;l o] :Z“k |a;<|2 < +o00.

k>1 k>1 k>1

> Réciproquement siq = Do, a; (¥ |-), avec >,y mod aj < +00, alors

21 % V)
lally = sup——r——r—

vev a(v,v)
i1 aPr
- 21 ik Smuopd Bi<+oo Zk21 ux mod /5,3
pIs) “Zmak Mi/zﬁk

= sup
2
Dks1 bk mod BE<+00 Zk21 wr  mod ﬁk

= Zu;l mod ai < 400,
k>1
ce qui montre que q € V’.
Q.E.D.
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REMARQUE 2.52 Un prolongement naturel de ces résultats est la définition d’espaces intermédiaires entre H
et V, appelés espaces d’interpolation. Pour 6 € [0,1], on pose

[H,V]e= {U =

k>1

Zuz mod a? < +oo}.
k=1

On montre aisément que la norme naturelle en fait bien des espaces de Hilbert, que [H,V]y =H, [H,V]; =V
et que [H,V]g, € [H,V]y C [H,V]g, pour 6; > 6 > 0,. On peut également montrer que cette construction
est intrinséque, au sens ot les espaces d’interpolation ne dépendent pas de la forme hermitienne coercitive a
ayant servi a leur détermination. Dans le cas ott H = L?(Q) et V = H™(), il s’agit la d’une facon de définir
les espaces de Hilbert d’indice non entier, on montre en effet que

[L2(Q), H™ ()], = H™(Q).

Quotients de Rayleigh

Si nous appliquons a la formulation (2.24) les résultats relatifs aux quotients de Rayleigh (voir la
formule (2.8)), nous sommes amenés a poser

a(%,v,v)

Ry(v) = a(vv)

soit encore

Ry(v) = L avec 2(v) = (2.32)
2(v

PROPOSITION 2.53 Supposons que les valeurs propres u; de (2.23) sont rangées dans 'ordre croissant et

sont associées aux vecteurs propres Yy, notons # le sous-espace de V engendré par les y;, i = 1,k et Wy

Uensemble des sous-espaces de dimension k de V. Alors les éléments propres (uy, ex) de (2.23) admettent les

caractérisations suivantes :

U = Q(@k) (233)

U = max2(v) (2.34)
VEW;

U = min 2(v) (2.35)
ve‘/f/kl'_l

U = vlvré@k%i‘g(v) (2.36)

Ur = max min Z(v) (2.37)

WeWw,_, vewl

DEMONSTRATION. Il s’agit simplement d’appliquer les résultats de la proposition 2.44 en notant que les valeurs
propres A, de ¥, sont les inverses de celles u; de 2.23, et que de méme Ry, est I'inverse de L.

Q.E.D.

Alternative de Fredholm

Dans le cas particulier des formes hermitiennes positives, on peut préciser le résultat de la Proposition
2.47 relative a l'alternative de Fredholm, c’est-a-dire a la résolution du probléme (2.16).

PROPOSITION 2.54
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(i) Si u n’est pas valeur propre de (2.23), alors (2.16) est bien posé et sa solution peut se mettre sous la
forme suivante :

Z q(yi) }’k> (2.38)

i1 M

ot la série converge dans V.

(ii) Siw est l'une des valeurs propres de (2.23), soit u = w;, alors (2.16) admet une solution si et seulement
si

q(y)=0, Vyes, (2.39)

ol S; est le sous-espace propre associé a u;. Dans ces conditions, les solutions de (2.16) sont de la forme

u—y+z q(y") (2.40)
k;él ‘U,

ol y est un élément quelconque de S;.
DEMONSTRATION. Siu € V, on a vu & la Proposition 2.51 que u = >, a; Yy avec >, 4y mod ai < +00. Le
fait pour u d’étre solution de (2.16) implique alors (u; —u)a; = q(y;), Vi = 1.

> Siu # u;, Vi =1, alors on en déduit la valeur de a; Vi, et par conséquent 'expression (2.38).

> Si par contre u est I'une des valeurs propres de (2.23) alors d’aprés le Théoreme 2.27, le probleme (2.26)
équivalent a (2.16), admet des solutions si et seulement si a(#q,y)=0Vy €S;, soitq(y)=0Vy €S,.

> De plus il est clair que la formule

= Z —q(iiLYk

pen Uk

fait de u une solution de (2.16), et que les autres en difféerent d’'une solution du probleme homogéne, soit exactement
d’un élément de S;.

Q.E.D.

REMARQUE 2.55 Ce résultat constitue une généralisation du Théoréme de Lax-Milgram, au sens ot la forme
sesquilinéaire a(u,v) — u (u|v )y est positive elliptique s’il existe a > 0 tel que

2
< ing{a(v’v)—a”V”"}, (2.41)
ve

2 2
vl vl

alors qu’en fait nous avons montré que (2.16) est bien posé dés que u & V(% ). Ce résultat est beaucoup
plus précis car les valeurs autorisées de u ne sont pas confinées a un disque comme pourrait le laisser penser
le Théoréme de Lax-Milgram. Mais de plus, en vertu de la Proposition 2.36, le probléme (2.16) est bien posé
dés que

W < U = min a(v,v) (2.42)

2 )
eV vily

ce qui constitue une amélioration de la formule (2.41).
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2.5.3 Le probleme de Dirichlet

Il ne nous reste plus qu'a traduire les résultats obtenus dans le cas d'un probleme pratique tel (2.14) ;
ils s’appliquent sans aucune modification si on choisit de poser

V =H}(Q), H=L*Q),

a(u,v)= ] Vu-Vv, et

Q
q(V)=f fv.
Q

Le cas du probleme de Neumann est également instructif, soit en effet a étudier

{ —Au—uu = f dans Q,

(2.43)
2.5.4 Le probleme de Neumann

qu 0 sur 99, (244
on

posant 4 = T — 1, on en donnera la formulation variationnelle suivante :

{ Trouver u € H*(), tel que Vv € H'(Q), (2.45)

[ Vu-Vv + [quv —1 [Juv = [ f7.

On prendra donc, d’une facon qui a priori peut sembler un peu artificielle, mais qui a le mérite de rendre
a positive elliptique

V=HY(Q), H=1%(Q), t=u+1

a(u,v)ZJ Vu-Vv + | uv, et

Q Q
q(V)=J fv.
Q

11 est clair que y = 0 (ou 7 = 1) est valeur propre de (2.45), avec pour sous-espace propre les fonctions
constantes sur 2. D’apres (2.39), la condition pour que (2.44) ait une solution lorsque u = 0 est la

suivante :
f f =0,
Q

(2.46)

ce qui corrobore la condition (1.67).



