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Plan du cours

Concepts fondamentaux et leur application en élasticité linéaire statique
» Amphi 1 — Résolution approchée de problemes d'équilibre en élasticité
» Amphi 2 — La notion d’élément fini isoparamétrique
» Amphi 3 — La méthode des éléments finis en élasticité linéaire
» Amphi 4 — Application a la mécanique linéaire de la rupture
Régime non-linéaire quasistatique, application aux solides élastoplastiques
» Amphi 5 — Calcul de solides a comportement non-linéaire
» Amphi 6 — Calcul de solides élastoplastiques 1 : aspects locauxa
» Amphi 7 — Calcul de solides élastoplastiques 2 : aspects globaux
Régime linéaire, avec évolution temporelle
» Amphi 8 — Evolution thermique et thermoélasticité linéaire quasistatique
» Amphi 9 — Analyse dynamique des structures élastiques
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Analyse dynamique des structures élastiques

Analyse dynamique des structures élastiques

1. Généralités sur la dynamique des solides élastiques
2. Semi-discrétisation en espace

3. Intégration en temps discret
Discrétisation temporelle
Schéma d'intégration explicite : méthode des différences centrées
Schémas d'intégration de la famille de Newmark
Analyse de stabilité
Analyse de cohérence
Précision
Retour sur le schéma explicite des différences centrées

4. Bilan d’énergie totale pour les schémas de Newmark

5. Exemples
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Analyse dynamique des structures élastiques  Généralités sur la dynamique des solides élastiques

Plan

1. Généralités sur la dynamique des solides élastiques
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Généralités sur la dynamique des solides élastiques

Analyse dynamique des structures élastiques

Hypotheéses, équations locales

» Elasticité linéaire, HPP

dans Qx[0, t7]

dans Qx|0, t7]
dans Qx[0, t7]

sur Sex[0, t7]
sur Stx |0, tF]

dans

compatibilité (a)

dynamique (b)

comportement élastique (c)

déplacements imposés (d)

efforts imposés (e)

conditions initiales (f)
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Analyse dynamique des structures élastiques Généralités sur la dynamique des solides élastiques

Ondes élastiques
Dynamique + compatibilité + élasticité linéaire isotrope : équation de Navier

2,
levu - pg > +pf=0 (cas isotrope)

A
,uu—f-1

Représentation des solutions u par potentiels de Lamé :
u=Vg+roto, avec dinT =0

Equation de Navier = Equations des ondes découplées d'inconnues ¢ et [

1 9L _
- C_E o2 +i=0 Aw = Vdivw + rotrotw
1 2¢ avec f =V + rotf
=y I
A?T T2 ot2 ﬁ Q

Ondes élastiques, avec les célérités

2—2u . .
cf =15 & Ondes de compression, ou « longitudinales »
T =— Ondes de cisaillement, ou « transversales »
p
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Analyse dynamique des structures élastiques Généralités sur la dynamique des solides élastiques

Domaine de validité de I'approche quasistatique

» Dynamique + compatibilité + comportement élastique, avec coordonnées
adimensionnelles X =x/L et t=t/T :

Y pl? 0%u  pl?
dlv)?(;.A.%([g]) = ﬁ@ AL 7[ =0
» Hypothése quasistatique légitime si
pl? _ ( L )2
— <1 t — 1
uT? < sol T <

> Interprétation : Régime dynamique si ¢t T (distance parcourue par une
onde élastique pendant le temps caractéristique T) n’est pas grand devant
L (longueur caractéristique)
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2. Semi-discrétisation en espace

22 mars 2010 8 /45



Analyse dynamique des structures élastiques Semi-discrétisation en espace

Formulation faible

» Principe des puissances virtuelles (dynamique + CL en efforts) :

2
/g:g[ﬂ]dV—}—/pa—g.ﬂdV:/pf.ﬂdV—f-/ [c.n].wdS YweC
Q- q Ot Q o0

— Introduction compatibilité 4+ comportement
— Restriction a champs virtuels admissibles a 0 :

» Formulation faible des équations de I'élastodynamique :

trouver u(-, t) € C(uP) tel que
2
/g;g[g](.,t)ZAig[ﬂ]dV+/ngtL21(-,t).W dVv

— [ottomave [ T°Cow  (veelor], vwec)
Q

St
ou
w0 = Uy 2,0)=,
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Analyse dynamique des structures élastiques Semi-discrétisation en espace

Semi-discrétisation par éléments finis

» Approximation par éléments finis (amphis 2 et 3) :

[KI{U(1)} + [MI{U(1)} = {F(1)}

» Matrice de masse [M] : définie par

PO} = [ o5k, oV

ou encore 1
(énergie cinétique) Kn(t) = 2 Qp’

3uh‘

K —{U(t)}T[M]{U(t)}

[M] est symétrique définie positive (positivité stricte de I'énergie cinétique);
» Calcul numérique de [M] : procédure d'assemblage

Ng
(WMD)} = Y {We) TMI{Ue(6)}
[We} TM{Ue(t)} = {We}T{ /A pIN(@)IN()](2) 4V (2) {Ue(1))
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Analyse dynamique des structures élastiques Semi-discrétisation en espace

Contraintes de discrétisation en dynamique
Statique : facteurs influant sur la finesse du maillage

» Bonne représentation de géométries complexes
> Anticipation de fortes variations de la solution (singularité, concentrations...)
Dynamique : facteurs influant sur la finesse du maillage
(i) Les mémes qu'en (quasi-)statique
(i) En plus, adéquation a la longueur caractéristique dynamique {=cT
(par exemple, £ = longueur d'onde si T = période de sollicitation)

Maillage fixe 20 x 20 éléments
carrés a 4 noeuds.

(a) Longueur d’'onde = 1;

(b) Longueur d'onde = 1/2;
(c) Longueur d'onde = 1/4;
(d) Longueur d'onde = 1/8;
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret
Plan

3. Intégration en temps discret
Discrétisation temporelle
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Discrétisation temporelle

- [a=ryu]

tg=0 t; to tyy=T

> Intégration en temps : résolution pas a pas aux instants discrets
successifs :

({U0}7 {IUO}v {UO}) = ({U(tO)}v {U(tO)}ﬂ {U(to)})
({U"}’ {IU,,}, {Un}) = ({U(tn)}7 {[U(tn)}’ {U(tn)})
({Um}, {Um}, {Um}) = ({U(am)}, {U(tm)}, {0(2m)})

» Composant principal du schéma d’intégration en temps :
algorithme réalisant la transition

({Un}) {[U,,}, {Un}) _ ({Un+1}» {[Un—s-l}, {[Un+1})

» Schémas d’intégration en temps :
(i) Méthode des différences centrées (explicite)
(ii) Famille des schémas de Newmark (certains implicites)
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret
Plan

3. Intégration en temps discret

Schéma d'intégration explicite : méthode des différences centrées
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Schéma d’intégration explicite : méthode des différences centrées

» Principe : approcher vitesse et accélération par différences finies centrées :

O} = 2 [Uni} — (U {00}~ 5 [(Onengz — Uraja)]

. 1
avec les notations  f, 1/ = f(thi1/2), tas12 = E(tn_l,_]_ + tn)
At At

t +

n+1

g

(] L1 t tar12
» Meéne a une approximation de I'accélération par différences centrées
d’ordre 2 :

{00} & sz [Unia} — 20U} + {Up 1))
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Algorithme d’intégration : méthode des différences centrées

Données : maillage; (E,v,p);
sollicitations uP(x, t), T"(x, t), f(x, t);

conditions initiales {Up}, {Up}.

Assemblage de [K] et [M];

Initialisation des accélérations : calcul de {Up} par résolution de
[M]{Uo} = {Fo} — [KI{Uo}
Initialisation des vitesses : calcul de {Ul/Z} par
{(Us/2) = (U} + 5 {10}
Boucle d’incrémentation temporelle : pour n=0,1,2,... M —1
(a) Actualisation du déplacement : | {U,11} = {U,} + At{U,;1,2}

(b) Calcul de I'accélération : M{Uni1} = {Fra} — [K{Ups1}

(c) Actualisation de la vitesse : {TU,,+3/2} = {U,H_]_/g} + At{Uny1} |
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Caractere explicite de la méthode des différences centrées.

> Repose sur la résolution, pour chaque pas de temps, du systeme

M]{Un+1} = {Frs1} — [K{Uns1}

» Etape rendue explicite par condensation de masse :
Remplacer « vraie » matrice de masse [M] par approximation diagonale [M]

N
exemple : M = ZMU
J=1

Raisonnable car M,; # 0 (a) en faible nombre pour chaque I
(b) Associés a3 DDLs géométriquement proches.
> Résolution explicite du systeme linéaire

{Trsshr = 5 (Frsah — KHUpsa )

v

Méthode des différences centrées : conditionnellement stable (cf. suite)
— Parfois pénalisant (impose un trop grand nombre de pas de temps) ;

Intérét de disposer de schémas inconditionnellement stables.

v
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret
Plan

3. Intégration en temps discret

Schémas d'intégration de la famille de Newmark
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Schémas d’intégration de la famille de Newmark

> Famille de schémas a deux paramétres («, 3), qui repose sur les relations

{Un1} =~ {U,} + AH{U,} + %At2 [(1 —28){Un} +26{Un11}] (a)
{Un1} = {Un} + At[(1 — 1){Un} + H{Uns1}] (b)

> Interprétation : variante des développements de Taylor
. 1 .
{Upi1} = {U,} + At{U,} + §Arz{tUn} + o(At?)
{Unt1} = {Un} + At{Un} + o(At)

avec remplacement de {U,} par une moyenne pondérée de {U,} et {U, 1}
» Principe : reporter (a) dans [K]{U(t)} 4+ [M]{U(t)} = {F(t)}, qui donne

(M] + BAPK]){Uns1} = {Fay1} — [KI{Un} + A{U,} + A (% - ﬁ) {0,})

» Conditions de convergence : stabilité et cohérence (th. de Lax, cf. amphi 8)
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Algorithme d’intégration de Newmark

Données : maillage; (E,v,p);
sollicitations uP(x, t),ID(g_, t), f(x,t);
conditions initiales {Up}, {Up}.
Assemblage de [K] et [M];

Initialisation : calcul de {Ug} par [M]{Uo} = {Fo} — [K]{Uo}
Construction et factorisation de la matrice [S] = [M] + SAt?[K];
Boucle d’incrémentation temporelle : pour n=0,1,2,... M —1

(a) Prédiction ¢

{U238) = (U} + A0} + 2 A2 - 28){0,)
{UP59} = {Un} + At(1 — 7){Un}

(b) Calcul de I'accélération par |[S[{Ups1} = {Fpy1} — []K]{[Uf’,f‘li

{Unsa} = {UP3(} + APB{Un41}
{[Un+1} = {Ui'f.‘i} + At7{®n+l}

(c) Correction et actualisation :
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret
Plan

3. Intégration en temps discret

Analyse de stabilité
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Analyse de stabilité

» Stabilité < non-amplification d’erreurs entre t, et t,;1 (cf. amphi 8).
» Reformulation des schémas de Newmark sous la forme

({Un}’ {Un}) i ({Un—‘rl}a {[Un+1})

(suite de transitions 3 partir des données initiales {Up}, {Up}).
> Méthode :

Multiplication a gauche des relations de Newmark par [M]; )
Elimination de [M]{U,} et [M]{U,+1} a 'aide de [K[{U} + [M]{U} = {F}

= Transition réalisée par la relation de récurrence

{wm}_ (5~ 3)ACIK] - (M) At {}

Unia (-DAHK] M)

[M]+BAR[K] 0
YAt[K] (M]

U
U
1 2 2
(5-B)AEF+BAEF o | _ {0}
(1—~)AtF, +~7AtF, 1 0
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret
age,
Analyse de stabilité

» Relation de récurrence de la forme

Un—i—l _ Un
(et = m{irl

» Stabilité : analyse facilitée par diagonalisation ([K]{X} —w?[M]{X} = {0})

EYMHKY =1 (XYM} =0 (3 A1)
EYRK) =2 (XYTRIX) =0 (J£])
“ W= Y @) (U= Y e
1<J<N 1572N
W)= Y @uf®) Oon)= 3 (X))
1<7<N 1572N

(Note : probléeme au valeurs propres associé aux modes propres de vibration)
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret
age,
Analyse de stabilité

> Projection des relations de récurrence sur les modes propres [M]-orthonormés
> /N systémes 2 x 2 découplés :

1
1+ BAL2w? 0] {aiﬂ}: (8-3)Afwi -1 At {af,}

2 - J 2
VAt wj 1 (9 (v —1)Atw? 1

[e%

n

)G -Bace +pace),
(1 =Atf]) + yAtf)

qui sont donc de la forme

{?f*l}zl&]{ J}+{ i (1<I<N)
Qpt ap

» Conditions de stabilité :
J
1oy’

[Ri] {gz }
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Analyse de stabilité

» Les conditions de stabilité se rameénent a des conditions sur les valeurs
propres des [R)] :

2 \J J . s J< J<
{5, A # Xy ilfaut (M| <1, [N <1 (vJ, 1<J<N)

Siad =M il faut |M] =\ <1

» Equation caractéristique associée a Det([R)] — A\[/]) =0:
Det([R)] — A[/]) = 0 4 [ A2 — 24X + B = 0]

_ 1 2 _ 1 2 _ 2 WIAP
avec [2A =2 <§+7)C, B—1+(§ ’Y)C =0, ¢ —m
» Conditions de stabilité exprimées par rapport a A, B :
1-2A+B >0
(i) STIA2—-B>0 (M #MeR): |-1<A<1 et e
1+2A+B >0

(i) SiA2—B=0 (A =)J): —-1<A<1
(i) SiA2—-B<0 (M =McC): |B<1
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Analyse de stabilité : synthese

» Domaine de stabilité défini par

1-2A+B>0 A#+l1
1+2A+B>0 B<1

soit
*>0

v—1/2>0
4+2(28 - 7)w3At2 >0

Stabilité du schéma de Newmark.
Siy>1/2 et 28—~ >0 : stabilité inconditionnelle ;
Siy>1/2 et 20—~ <0 : stabilité conditionnelle, le pas de temps devant
vérifier w1 5
At <= mJln —

wy /2y — 4B

Siy<1/2: instabilité.
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Interprétation de la condition de stabilité

» Pour les versions conditionnellement stables de Newmark, il faut vérifier
1 2

At < (At)geap = Min — ——o
< (At)stab iy, v

» On peut montrer que

>0

mjawach

ou @ : plus grande valeur propre d’'un pb. aux valeurs propres adimensionnel.
» Par conséquent :

cAt < Ch avec C =

&l =

2y —4p

> Interprétation : (At)sap correspond au temps nécessaire a une onde élastique
pour traverser la fraction d'élément Ch

» Conséquence importante (coiits des calculs) : pour une version
conditionnellement stable de Newmark, il faut ajuster At en proportion de h.
Un raffinement spatial implique un raffinement temporel.
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret
Plan

3. Intégration en temps discret

Analyse de cohérence
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Analyse de cohérence

» Définition (cf. amphi 8) :
Un schéma de la famille de Newmark est cohérent si toute solution {U(t)} de

[KI{U(2)} + [MI{U(t)} = {F(1)}

vérifie a la limite At — 0 I'equation de transition en temps discret

Up1 o U,
{Grd=m{ped s

» Vérification par dévelopement de Taylor de {U,1}, {Un+1}, {Fpy1} en
t = t, : tous calculs faits, on trouve

— B)MU o(At3)
+
- y)MU o(At?)

A3 (
Résidu de I'equation de transition =

N RO =

A3 (

» Conclusion : tous les schémas de la famille de Newmark sont cohérents.
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret
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3. Intégration en temps discret

Précision
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Précision

AB(Z - MU o(At3)
+
At2(§ - 'y)M-[U- o(At?)

—OV|

Résidu de I'equation de transition =

» Suggere une précision optimale pour le choix
g=1/6, ~ry=1/2
Conditionnellement stable (critere 23—~ >0 de stabilité inconditionnelle
violé)

» Précision optimale compatible avec une stabilité inconditionnelle :

18=1/4, v=1/2|
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret
Plan

3. Intégration en temps discret

Retour sur le schéma explicite des différences centrées
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Analyse dynamique des structures élastiques Intégration en temps discret

Retour sur le schéma explicite des différences centrées

» On considere le schéma de Newmark avec 8 =0, =1/2
> Relations de Newmark sur {U} a t 11 et t, :

{Uns1} = 2{Un} +{Un1} = At({Un} - {IUn—l}) + Ath({Un} - {IDn—l})
Relations de Newmark sur {U} ¢, :
U0} = {Ua-1} = 5 ({00} + {Ur-1))

» En combinant les 2 identités, on retrouve I'approximation de {U,} par
différences centrées :

{Un+1} - 2{Un} + {Unfl} = Atz{uujn}

Le schéma (explicite) des différences centrées est dans la famille New-

mark avec B=0,7=1/2

Par conséquent, stabilité conditionnelle avec

2
At < (At)stab = min o
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Analyse dynamique des structures élastiques  Bilan d’énergie totale pour les schémas de Newmark
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4. Bilan d’énergie totale pour les schémas de Newmark
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Analyse dynamique des structures élastiques Bilan d’énergie totale pour les schémas de Newmark

Bilan d’énergie totale pour les schémas de Newmark

» Etude de la conservation de I'énergie totale : une autre méthode pour
analyser et comprendre les schémas numériques en dynamique.
> Analyse pour le systeme différentiel homogeéne (probléeme conservatif, temps

continu) (K]{U} + [M]{[U} = {0} {Uo}, {Uo} # {0}

Multiplication & gauche par {U} donne (théoréme de I'énergie cinétique) :

{0} KUY + {U} " [MI{T} =0 soit %[W(t) +K(1)] =

1 . . 1
avec  K(t) = S{U}[MI{U}  W(¢) = S{U}T[K|{U}
» Application au probléme en temps discret :
évaluer la variation d’énergie totale entre deux instants discrets

W(tn+1) - W(tn) + K(tn+1) - K(tn)

(i) Si W+K](tn+1) — W+K](ta) < 0 : amortissement numérique ;
(ii) Si W+K](ta+1) — [W+K](tn) > 0 : amplification, schéma instable;
(iii) Si [W+K](tns1) — W +K](tn) = 0 : schéma conservatif.
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Analyse dynamique des structures élastiques Bilan d’énergie totale pour les schémas de Newmark

Bilan d’énergie totale pour les schémas de Newmark

» Variation d’énergie totale :

[W+K](tns1) = IV +K(t) = 2{Un}g [K{Un}p + 2{Us}s MI{Un}p

1 1
avec {Xn}s = > (Xnt1 + X)), {Xo}o = 5 (Xns1 — Xn)

> Reformulation en {}s, {}p des relations de Newmark;
Report de ces relations dans la variation d'énergie;
Exploitation de [K]{U} + [K]{U} = {0}

= bilan d’énergie du schéma
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Analyse dynamique des structures élastiques Bilan d’énergie totale pour les schémas de Newmark

Bilan d’énergie totale pour les schémas de Newmark

E(tns1) — E(tn) = 2(1 — 29){Un} 5 [KI{Un}o
+ A2 (y = 26)(1 — 27){Ua} 5 M]{Un}o

avec la notation | E(t) = W(t) + K(t) + ATt <ﬂ - %){U(t)}T[M]{U(t)}

(a) Si y=1/2 : conservation de £(t);
(b) Siy>1/2 et 23—~ =0 : énergie totale décroissante
W(tns1) + K(tnr1) = W(ta) = K(ta) = 2(1 = 29){Un}5[K{Un}p < 0
(c) Siy=1/2 et 3=1/4 : énergie totale conservée.
W(tntr1) + K(tns1) — W(tn) — K(ts) =0
(d) Si~y>1/2 et 23>~ (stabilité inconditionnelle) : décroissance de £(t);
(e) Si~y<1/2 (instabilité) : divergence de £(t).
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Barre élastique soumise a une force d’extrémité

\ P H(t)

\

x=0 x=L

Célérité des ondes de compression : ¢ = /E/p
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s ]
&Plﬁi 7:
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(8,7) = (1/4,1/2) (8,7) = (1/4,99/200)
(inconditionnellement stable) (instable)
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Barre élastique soumise a une force d’extrémité
= 1/2), conditionnellement stable

Cas explicite (8 = 0,7

osH

J
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At = 0,99976(At)sa

Département de Mécanique, Ecole Polytechnique, 2009-2010

H 10

is

At = 1,00034(At)sas

22 mars 2010

41/ 45



Analyse dynamique des structures élastiques Exemples

Ondes de surface dans un sol hétérogene

HST Brussels-Liege

T =
- 3 3

> Mesures selon le procédé SASW (Spectral Analysis of Surface Waves) ;
> Servent a estimer les propriétés mécaniques (célérité ondes P et S, masse
volumique) du sous-sol (probleme inverse);

» Modélisation de la propagation des ondes dans un sol de propriétés données :
outil indispensable pour la comparaison aux expériences
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Ondes de surface dans un sol hétérogene

Modele numérique basé sur les éléments finis spectraux
> 48 x 48 x 24 éléments (degré 6, 343 noeuds par élément)
> Schéma explicite des différences centrées (i.e. Newmark avec

B=0,v=1/2);
> 33 millions de DDLs, 30.000 pas de temps (respect de la condition de
stabilité) ;

> 50 heures de calcul (15 processeurs en paralléle)
Calcul effectué par M. Arnst (doctorant ECP), code éléments finis spectraux
réalisé a I'lnstitut de Physique du Globe de Paris (J.P. Villote)

[Homogene (plan horizontal)] [Homogeéne (plan vertical)]
[Hétérogene (plan horizontal)] [Hétérogene (plan vertical)]
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Conclusion de I'amphi 9

» Schémas numériques pour le calcul de la réponse dynamique de
structures : famille de Newmark
» Analyse des principales caractéristiques des schémas :
e Stabilité (inconditionnelle ou conditionnelle selon les schémas)
e Cohérence
e Précision
Choix de parametres selon les critéres de stabilité et de précision.
Schéma explicite (=0,v=1/2) : rapide mais stabilité conditionnelle ;
Schémas implicites inconditionnellement stables (y>1/2,26>~) :
Notion de bilan énergétique pour la famille de Newmark.
Extensions : dynamique des structures a comportement non linéaire :
e Rupture dynamique;
e Matériau a comportement non linéaire (élastoplastique, viscoplastique,...) ;

e Contact unilatéral ;
e Transformations finies ;

vvyVvVYyy

Les schémas numériques d’intégration en temps fournissent un cadre de
travail adapté a la prise en compte d'effets d'histoire

www.Ims.polytechnique.fr/users/bonnet/enseignement.html
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Bilan

Concepts fondamentaux et leur application en élasticité linéaire statique
» Amphi 1 — Résolution approchée de problemes d'équilibre en élasticité
» Amphi 2 — La notion d’élément fini isoparamétrique
» Amphi 3 — La méthode des éléments finis en élasticité linéaire
» Amphi 4 — Application a la mécanique linéaire de la rupture
Régime non-linéaire, application aux solides élastoplastiques
» Amphi 5 — Calcul de solides a comportement non-linéaire
» Amphi 6 — Calcul de solides élastoplastiques 1 : aspects locaux
» Amphi 7 — Calcul de solides élastoplastiques 2 : aspects globaux
Régime linéaire, avec évolution temporelle
» Amphi 8 — Evolution thermique et thermoélasticité linéaire quasistatique

» Amphi 9 — Analyse dynamique des structures élastiques

www.Ims.polytechnique.fr/users/bonnet/enseignement.html
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