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1 Meétrique du champ central stationnaire a symétrie sphérique
Cas général
ds? = Jap (:El,xQ,x?’, x4) dz®dax’

Gap () = ga (x) : 10 composantes indépendantes ....
—Métrique stationnaire
Il existe un champ de déplacement de genre temps qui laisse la métrique invariante.

Jaa = Gaa (ifl,ifz,l"g)
k= 17273 G4k =0

—Meétrique stationnaire a symétrie sphérique

Gas = gua (1) = A(r)
ds?* = A(r) dt* — B (r)dr? — r? (d6* + sin® 0 dp?)

les fonctions A (r) et B (r) sont positives on pose donc
A(r) = e’ et B(r) ="
et la métrique du champ central stationnaire devient
ds? = ") dt? — 2dr? — r2dh? — 1% sin® 0 dp?

il ne reste plus qu’a écrire les équations d’Einstein associées a cette métrique ...



2 Ecriture des équations de la dynamique

Dynamique : Equations d’Einstein

1 8t
Guu = R,ul/ - §Rg,u1/ = 7Tuu

Les composantes covariantes non nulles du tenseur métrique sont
A(r)

gt = eu(r) Grr = —€

les composantes contravariantes s’en déduisent directement

gtt — efu(r) grr — _67)\(7")
1 1
00 _ _ * O
g 72 J r2sin? 6

de ces relations on peut calculer les christoffel de premiere espece

CL,b7C: t,T’,g,QO
1
[bC, CL] - 5 (_gbc,a + Gab,c + gac,b)

sachant que [bc, a] = [cb, a] il doit y avoir 32 exemplaires de cet animal ....
On remarque tres vite que si a # b # ¢ alors [be,a] = 0
Il faut ensuite calculer les christoffel de seconde espece

{,} =g bem)= 3" g [be,m

m=t,r,0,p

qui se ramene ici a

AR

Ces préambules étant effectués, il convient alors de calculer les composantes du Ricci

== o U U U

ou il y a bien sur sommation sur les indices p et v.
Pour finir, il ne restera plus qu’a calculer le scalaire de courbure de cette métrique

R = Rii = gjiRij
qui se réduit ici a

R = Z giiRii

i=nt,0,p

Indiquons sans les détailler quelques intermédiaires de calcul.



Les seuls christoffels de seconde espece non nuls sont (plus leurs symétriques)
_1 _ S\
{T‘TT}_EA/ {OTG}__T(E

{@:D} = —rsin®fe? {7} =3ive™

0y _Jel 1 L — _sinfcosb
rf Y r ©wp

N T

Calculons a présent et par exemple, la composante rr du Ricci, nous avons vu que

Bo=  You{st-Ya{nt
IV S MEATEY

c’est a dire

2L} + alt) o+ adn + all)
- o{l} - a{i - a«{:;i - o {l)
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TR FA TS NN CA T A S A TS B AR 6
+ {oby + {ah e+ {aher + {aH
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SR T NN EAT VA S A TS B (AR 04
R A S S AR KN IR R S E At
R P2 A N A R A R SR T F B S R 68

une fois les simplifications et les calculs effectués il reste

1 1 N
Rrr = _EV” + Zl// ()\/ — V/) =+ 7

on obtient de la méme fagon (si le coeur vous en dit) les autres composantes du Ricci, qui s’avere ici
etre diagonnal

( r /7]
_ N 1 7 1 N A
R, = (-1) -2V +41/(V ) - |
i -
) Ry = (+1) _%y” + ;ll/ v —=X)- A? e’ A
Ryp = [(1 — €_>‘) + g@ A (N — V/):|




on calcule enfin le scalaire de courbure

1
R = —€_>\ Rmn — 'r‘_2 Rgg + — R(p(,o + e Rtt

r2sin® 6

2 4 T

I R, Y
_26_/\{1/ Vv =XN) v )\}_3[1_6_/\}

nous en déduisons héroiquement les composantes du tenseur d’Einstein, lui aussi diagonal pour cette
métrique

N1 eV
_ v—A
Cu= e (7 B —) T
- /
Gog = T€2 (7’1/’ + (V' = X) {1 + %1)

\ GWP = G@g SiIl2 0

le tenseur énergie imulsion est beaucoup plus simple a obtenir, pour un fluide parfait de pression p
et de densité d’énergie € nous avons

UsU .
T=(c+p)—5— —»g
avec dans le référentiel de repos
dM e
U=——-=1(0,0,0
dT ( Y Y ) C)

il vient immédiatement

. 2\ D p _
T = dia, ( e NS —  ce ”)
&\P r2’ r2gin% 6

les équations d’Einstein distinctes sont alors les suivantes :

AG,, = 87G (g0)° T'"
C4Gtt = 81G (gtt)2 Ttt

C4G99 = 881G (999)2 T90

en les remaniant quelque peu on obtient finalement

( _/\(y’ 1) 1 8rG
e ——|-—2 - 5 = p
r

r r? A




on peut en fait encore simplifier ces équations en écrivant que le tenseur énergie impulsion est a
divergence covariante nulle

VaT““:O<:>8aT“a+{M}T“b+{a}T“b
ab ab

qui fournit la relation (contenue mais non explicite dans les équations d’Eisntein)

1
p/+§ul(p+€):0

qui permet de trouver la formulation définitive de notre systeme

¢ -
e , (G
— N) =
(X)) =—"(pte)
V= —2
p+e
SN 1y, 18
e e — = —c
L r o r2 72 ct

3 Solution a ’exterieur de la source

Dans ce cas € = p =0,
la derniere équation s’écrit

et s’integre en

_ K1
et =1+ —
r
la premiere équation s’écrit
V+XN=0

et s’integre en

K
A= —v+tcste — ¥ = ke N =Ky (1—1——1)
,

la métrique s’écrit donc a l'extérieur de la source

ds® = (1 + ﬁ) de? — dre r* (d6” + sin® 6 d?)
r 1+

le choix des constantes se fait par “contact” avec la métrique en champ faible, et donc pour » — oo,

nous devons avoir
K 2
K2 (1+—1> = Qaa = (1+_12b>
r c
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en symétrie sphérique euclidienne le potentiel loin d’une source M est donné par

GM
p=-
”
en identifiant, il vient
Ky =1 (convention)
2GM

R1 = —
C2

et nous obtenons la métrique dite de Schwarzschild (1916) crée a 'extérieur d’'un corps a symétrie
sphérique par lui-méme

2GM dr? .
d52 = <]. — W) dtz — W — T2 (d92 —+ Sln2 6dg02)
1 —

ce n’est pas la métrique la plus générale au voisinage d’un corps grave, ....
En 1919, Reisner-Nordstrgm trouvent la métrique a ’extérieur d’'un corps de charge () dans un
champ électromagnétique

2GM  Q? dr?
2 — 1 — 2 _
ds ( c2r + 7‘2> dt (1 2GM N Q2)

c2r 72
—r? (d02 +sin? 4 d(pz)

Enfin en 1963, Kerr et Kerr-Newman trouvent la métrique d’un corps de charge () en rotation de
moment cinétique par unité de masse a qui en coordonnées de Boyer-Lindquist

2GMr

c2

A=r?—

et
p* =r*+a’cos? 0

+a® + Q?

s’écrit

ds? = % (dt — asin® 0d<p)2 — Sh;# [(r? + a%dy) — adt]’
—%0[7"2 — p?db?

qui est a la base de 1’étude des étoiles relativistes en rotation.

4 Structure interne des astres compacts

En retenant les legons apprises a l'extérieur du corps nous effectuons le chagement de variable

_ 2GM (r)

e M) =1 — mir (r) avec m (r) 5

T C



la quantité M (r) représentant la masse contenue dans la sphere de rayon r. La troisieme équation
s’écrit alors

dM €
—— =Amr’=
dr c?
analogue de la version Newtonienne bien connue
dM
—— =4mr?p
dr

on peut aussi éliminer ¢’ entre les deux premieres équations, il vient

4 .3
M (r) + B Rl
dp _ G {p + 1 3
o 2 2GM
dr c 2 [ 1 —2(7“) }
rc
qui généralise I'équation d’équilibre hydrostatique newtonienne chere aux étoiles classiques
dp M (r)
L __q
dr P2

5 Trous noirs de Schwarzschild

Dans la métrique de Schwarzschild,

2GM dr?
2 _ _ 2 .2 2 ) 2
ds” = <1 2, ) dt ( 2GM> r (d9 + sin Hdgo)
1— ==
cAr
on constate que la composante
1

g = —W
1—
cr

de la métrique devient singuliere pour le rayon de Schwarzschild

_2GM

c2

T's

pour la plupart des objets 7 est plus petit que leur taille, pour le soleil

~ 2GMy
o 2

Ts

=2,96 km

C

alors que
Ro =6,96 10° km

pour que l'objet soit entierement occlus dans son rayon de Schwarzschild, il faut que sa densité
moyenne p soit telle que

4
gﬂﬁrg > M



soit

61
p= ic—— = 1.8 10" g.em™ [

12
321 G3 M? ]

Me
i.e. 10 fois supérieure a la densité du noyau atomique !

Un objet occlus dans son rayon de Schwarzschild est appelé trou noir de Schwarzschild.

Quid de la singularité ?

Un certain nombre de remarques :

1. r,0,p et t ne sont pas des quantités physiques mais uniquement des coordonnées destinées
a repérer les évenements : Si r est la distance au centre et t le temps, ce n’est que dans
notre vision classique, et lorsque r ~ r leur interprétation peut changer et leur sens physique
devenir obscur !

2. les composantes de la métrique ne sont d’apres le principe d’équivalence que des potentiels,
le fait qu’il deviennent singuliers peut ne pas étre génant si les effets physiques associés ne le
sont pas.

En ce qui concerne la singularité de Schwarzschild un rapide exament permet de voir qu’elle ne

pose pas de problemes, mis a part les aspects déroutants diis a son caractere relativiste.

La singularité est essentiellement due a un mauvais choix de coordonnées, pour un mouvement

radial (6 = cste et p = cste) le changement de variables

;

_r_
u:e%sch(;) 7
Ts Ts
sir>rg
o _r_ t 7
v = eZssh (2—> r_1
\ Ts Ts
( o t T
u:e2rss.h<2 ) 1-=
Ts Ts
sir<rg
o _r_ t 4
v = e?sch (2—> 1-— L
Ts Ts

\

permet d’obtenir une représentation réguliere de I'espacetemps de Schwarzschild

ds® = 4:‘3 e s [dv2 - duﬂ

I’étude de la composante temps d'un mouvement géodésique de chute libre radiale en coordonnées

d*t t ) dtdr
—+2 —— =0
ds? rt | dsds
est intégrable et montre que pour un observateur fixe, le corps en chute libre passera 'horizon r = r;

au bout d’un temps infini, alors que 'observateur attaché au corps passera ’horizon en un temps fini
et sans encombres (si ce n’est les effets de marée, et le fait que sa coordonnée d’espace devient t et

sa coordonnée de temps devient r!).

classiques



