Rappels de mecanique analytique

ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DE TECHNIQUES AVANCEES

LABORATOIRE DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES
ENSTA



¢®® Position du probleme

Systeme : N particules M (1 < k < N) ponctuelles
= Pas de liaisons :V t, 3N parametres = position,vitesse

= ] ccontraintes f = 3N — c degrés de liberté
= q1,42, .--,qf iINdépendantes, i.e. V. 1<4,5<f
Dans Rp

9q;

—
V 1<k<N OMkZI'k:rk((ha---an)

% B Z (9rk dqz Z 5’rk

— Vitesse

— Accélération

o°ry . . 51%
dtQ ,le O q; 8@3 QZQJ a

Principe fondamental de la dynamique ; Equatlon vectorielle
Equations planétaires . Equations scalaires

— Trouver des equations scalaires équivalentes au PFD.

g, = Oij
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¢®® Ccquations de Lagrange

Pour chaque particule k subissant une force résultante fj,,

d2rk
R dt2

—f,

Quelles grandeurs scalaires ?

Energie cinétique totale T
N 2
1 dr
=5 S m ( ‘“) (3)
k=1

1§l§f, 8rk 5’rk..
—_ g Y1
8(]l Z ;1 8% 0q;0q; 14
et (9I'k 6’rk
M 4
8ql ]; j_zl dqp 86] ()

Le génie de Lagrange fait le reste ...
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on constate donc que

d [0T\ oI & T8, Z<or. . | ors
£30) S (e e

k=1 i,g=1_ 171 j=1

qui grace au PFD devient
d (0T oT ory,
— === =) fiL— 5
dt (&iz) dqy Z_: “ dq) ©

Meécanique céleste ...
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O@®

la force f;, ,derive d'un potentiel U (qu, ..., qf)

fr, = — ou (6)
8I‘k

I'’équation (5) devient

d(aT)aT_NaUark_av
dt \0q) Oq = 0Ory Oq O
oU . . .
comme 5 = 0, nous pouvons introduire le Lagragien
qi
L=T-U (7)

qui verifie donc pour chaque 1 <[ < f les égquations de Lagrange
d(oLy oL
dt \ Oq oq
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XX Principe de moindre action

Systeme a un degré de liberté (pour simplifier), £ = £ (q, g, t)
—Action entre t; et -, telle que S = fttf L (q,q,t)dt verifie

t2 90 t2 910
0SS = —dqg dt + —d0qg dt
o0 T 9
soit
t2 8£ 290 d

une intégration par partie donne alors

290 d (0L oL
05 = —oqdt — — oqdt + | =0
t, dq ! /tl at (06]) ! [(9 q] t1

par hypothese la position du systeme est parfaitement déterminée en ¢, et ¢ :

0q (t1) = dq(t2) =0
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O@®

ainsi

= [ (- (5o
RN dq
Lagrange . Mouvement extremise l'action (min)

Le mouvement est donc vu sous un angle nouveau (Principe de moindre
action) :

Tout systeme mécanique est caractérisé par son lagrangien £ = £ (q;, g;,t) . S
aux instants ¢, et t, le systeme occupe deux positions déterminées, entre ces
deux instants le systeme se meut de telle facon que l'intégrale

to
s:/ £(g,.1) dt

t1

ait la plus petite valeur possible.

= Physique moderne ...
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¢®® Ccquations de Hamilton

Lagrangien L. = L (q;, ¢;,t) donc

f f
dc =) oL dg; + oL dg;

= 96 = 04
: : : oL
Hamilton : nouvelle variable p; =

94

la differentielle du Lagrangien s’écrit alors
f f
oL
dL = dg; ; dg;
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) ﬁ ﬁ ainsi H = ZQZPZ £ est une fonction de ¢; et p;,

le Hamlltonlen H = H (q;,pi,t) estne!

En fait L — H : transformation de Legendre
Equations du mouvement issues de H

f
dH = —;g;in+21Qidpi

.. équations de Lagrange

/
dH = Zdt <§£>dqz+2qzdpz_z( dpz)d +quz ps

1=1

= V1< < — t
visislho T & a 4,

Pour un systeme sans liaisons internes tel que f = 3N on aura donc

(8)

(

r, = grad, H
V 1<a<N |

| Pa = —grad, H
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¢e®® Commentsinterpréte H ?

f
oL _ 0 (N1
P9 o4, ( 2% U)

g=1

souvent ... p; := m;q; donc

f S S
=i~ £= Y midt = Y gy +U
i=1 i=1 j=1

d’ou I'on déduit immediatement que
"1
-2
H = E 54 +U
j=1

= H : Energie mécanique totale
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©e®® Crochets de Poisson

Va(, qi,---Pi, ) et b(, qQi,.--Pi, )

da Ob da Ob
e b} := Z 9¢; Op;  Op; Oq; N

iIndépendance des coordonnées géneéralisées: V1 <i4,5 < f

0 Sli £
iPjr =1¢i:¢ =0 et iD= 0ij = L
{pi,pj} =A{ai q;} {qi,pj} = dij { L sii—
—— equations de Hamilton
dq; dp;
— 19 et — 15
Plus généralement pour toute fonction (..., qi, ...ps, -..) NOUS AVONS
Oy dgi Ay dp; 090 (990
Z = » H} H} ={p, H}

8(]@ dt (9]97; dt

= Mecanique symplectique, systemes dynamiques ....
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