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¢®® Le potentiel képlerien

Il s’agit a la fois du plus simple et du plus célebre potentiel gravitationnel ...

- GM
r

b (r) =

Il correspond a la densité d’'une masse ponctuelle située en I'origine » = 0, et donc de
la forme

p(r)=Mo(r)
C’est le potentiel du probleme des deux corps !
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¢®® Le potentiel homogeéne

Un systeme sphériqgue homogene possede une densité de masse constante dans
une boule et nulle ailleurs, soit

(r) po SIir<R
T =
P 0O sir>R

Potentiel : Equation de Poisson

A@p:ii (742@):47TG,0: A7Gp, Sir <R
0 Sir> R

Equation homogéne : 2 solutions évidentes )} (r) = 1 ety (r) = 1/r.
Solution particuliere avec second membre v (r) = 27 G p,r?

(Al + B2+ sir<R

\C¢5+D¢3 sir >R
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¢®® Le potentiel homogeéne

Conditions aux limites du problemes :

® ¢ () et ¢/ (r) sont continues en r = R ;
Ty (0) = 0 systéme sphérique: la force qu’il crée en son centre est nulle;

® systéme estisolé lim ¢ (r) = 0.

r— 400

sir <R

sir> R
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e®® Loisde puissances : Modeles (a, 3,7)

Densité

o= r—7 dans la région centrale
p(r) = - transition en r ~ r,

B—~
/Y (8 [ , .
(L) (1 I (L) ) r—F dans la région externe
r's r's

ps . valeur de la densité en r = ry

« . parametre de contrble de la transition entre les deux régions internes et externes
Masse

y—8

—~ r - @ &
M (r) = 4mps 2% /0 - <r£) (1 + (%) ) dx

Condition pour avoir une masse finie

v < 3 pourlaconvergence enr =0
6 >3 pourlaconvergence enr — 400

Potentiel ... uniguement sur rendez-vous !
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eO®® Lecmodele d’Hernquist: («, 3,7) = (1,4, 1)

Entierement analytique ... ou presque, [Hernquist] :

el

GM 1

w(r) - = r

a 1 _|_ _

a

M 1
p(’r): 2770,2 r 3 ((1,/8,’}/):(1,4,1) avec TS:a' et’OS: ].67'('0/3
T (l + —)
a
Masse

2 M
M (7«) — M r notons que M (a) = —

(r+a)’ 4
En notant ¢, = ¢ (0) < 0, on remarque
4
(U
v ()

_ S
2ma’ 1 -

o

p(r)=p() =

on pourrait méme calculer la fonction de distribution ...
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o ﬁ ﬁ e modele de Jaffe (Oé, 67 /7) — (17 47 2)

Potentiel
GM r
— 1
¢‘7 (T> T n(’l“—l—’l“j)

Densité

M 7“2. M

,0](7“):4 3 ’ 2 ,(a,B,7) = (1,4,2), rs =y et’os_lG 3

UL (1 X ’I"L) T

Masse
r
M (r) =M x
T+ T

Idée : ajustement de profil de luminosité de galaxies (R'/4) ...
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¢C®® Plummer (o, B,7) = (2,5,0)

Cas exceptionnel : Potentiel

GM 1
v(r) =~ :
1+ %
Densite
3M 1 3M
r) = a,3,v) =1(2,5,0),rs =0 et ps =
p(r) =3 0 2_3)5/2 (o, B,7) = ( ) Ps = T67amt
Masse
3 M
M(r)y=M : = hotons que M (b) = ——=
(b2 4 72)2 2v/2

On remarque que

5
p(r)=p{)=po (%) 5 — n : Polytropes
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¢e®® Polytropes

. N . da) 1LdP . n
Equation d’équilibre hydrostatique — = —~— . Sip = = po (L
quation d’eéquilibre hydrostatiqu = S dr lp=p)=p (w)

Vo Po P g n—+1 ,
P =P, + ( ) —1| avecl = Eqg. d’état
n+1 Po n

En posant, ¢ = o=, x =% et =,/ Poisson devient

1d ( 2@> —¢" =0 Lane-Emden

x? dx * dx

Solutions analytiques pour n = 0, 1 et 5(modele de Plummer).

Etude complete : Chandrasekhar [Chandra]

La densité s’annule pour une valeur de r finie si n < 5, le systeme a une masse finie
si n < 5 la formule d’inversion permet d’avoir la fonction de distribution

f(€) o (£)"7% X 1w

Plummer : Cceur-Halo (v = 0), ~ amas globulaires.
Polytropes d’'indices plus faibles (=~ 3) :équilibres sphériques d’étoiles.
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CO® NFEW (a, B,7v) = (1,3,1)

Entierement basé sur I'ajustement de nombreuses simulations de formation de
structures dans le cadre d’'un Univers ACDM.
Densité centrale infinie, (v = 3), masse totale infinie ! Pas universel ...

106° N 3,9)
(1,4,2)
-3
107 4(1,4,1 "
] NFW
p(r) 10'3 (1,3,1) \ Plummer
1 (2,5,0) Taffe
e R . :
N Hernquist
1071 \
1072 -
10—3_
10-4 | | | T
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e®® Lamasisochrone

[henon] Potentiel
GM
Vi (r) = — (1)
b (1 +4/1+ h—)

Densite

M | 3ab b) — br?

pi (r) = abla +b) 3r avec a = V/r? + h?

Am a3 (b+a)

Aricti _ 27rGM _ L
Caracteristigue fondamentale = = 2B etd =7 (1 + \/L2+4GMh)
Amas isochrone : homogene au centre et képlerien au bord :

( GM .
373 (h2—r2) +0(7°3) Sir—20
Vi (1) = <
GM .
— +o (%) Sir— +oo
\ r

Modele correct mais pas suffisant quel dommage ...
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¢e®® Modeles exponentiels : Einasto-Sersic

Provient des observations de profils de luminosité projettée des galaxies elliptiques :
I (R) < R'* (de Vaucouleurs,1948).

I'(R) = I.exp [bn { (R%) . — 1}] (2)

@ 7. luminosité projetée en R, qui renferme 50% de la lumiere projetée de la
galaxie,

T n: parametre d’ajustement.

® b, fixé par R., numériguement

1 9,88-107° . 1
bn 7 2n — o + : valable des que n > 5

n

On peut reconstruire p (r) a partir de I (R) : Prugniel-Simien (voir pour toutes
les refs.) ou plus simple : Einasto
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©e®® Profil de densité d’Einasto

p(r) = peexp [—dn { ()/ - 1}]

pe = p(re) , re = r(50%deM ). Cette condition détermine la valeur de d,, pour chaque
valeur de n.

Masse
r )1/n

drnp,r3 [dn (5
M (r) = ”Z{; - /O u e du

SiM = M(r — oo)

4T (3n) Tmnp,r:
d;

Le parametre d,, est donc fixe par la relation

M =

+0o0 dn
['(3n) = / w3 e T dy = 2/ w?" e du
0 0

1 7.9.1073 . 1
d, ~ 3n — 3 + - valable dés que n > 5
n
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e®® Modele poly-exponentiel (Prugniel-Simien)

- [ (2) )

1/n 1/n
On pose, = = b, | & U= —x,(r)etx,(r) =0, = ...Abel numéro 1...
Re

TI,

mr

e—u

exp [bn — ()] /0 h du

p(r)=

...développement de la racine...

[(e -+ 1)2” — 1]_1/2 — (2n)_1/2 [5—1/2 4 (1-— 2"%)81/2 Lo (51/2>]

4

(1—2n) —1/n
1+ +o|r
( b () ( ))

en faisant I'hypothese que - ( y < 1 (oups!), on obtient

()_Ie b, r 21 L r %_1
P = R\ 2mn \ R, PO A\ R

3|~



¢« ®® Profil de Prugniel-Simien

Approximation de Pruniel-Simien

p(r) = po (RL) e [—bn { (%) " 1}] @)

approximation de la déprojection d’un profil de luminosité de Sersic (R!/") - analyse
détaillée dans [LGM]. En prenant

['(2n)
2R.T" (3n — npy,)

po = Y I br=Pn)

les parametres R., n et b,, correspondent a ceux du profil de Sersic et p,, s’obtient
numeriquement

0,6097 5,46-10"2
T 2
n n

0,6 <n <10
1072 <r/R, <10%°

Pn ~1— correcte pour {

Ces profils provenant de I'observation les potentiels associés sont peu accessibles
analytiquement, ils s’expriment en terme de fonctions spéciales. Les profils de
masses et de vitesse ont éteé plus etudiés.
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¢®® Lasphereisotherme

Physique statistique : Equilibre «~Maximum de I'entropie
Systeme autogravitant : f ,M = cste < oo, H = cste < oo, on note dI' = dpdr

\

( M=m/ fdI' < oo
Evm =1 [, ) >
. H=[Z j@)dr - mG [ [ LD grvar < o /

Ev o - ensemble des fonctions de distributions decrivant des systemes de masse et
énergie finie dans lesquels évolue une particule test de masse m et d’énergie
p’ f ()

E—%erw( r) avecy (r) =-—-mG P

dr’

L'équilibre sera atteint pour

¢ = max [S (f) = —k/flnf dI‘] k = Boltzmann

f€E€M, H
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¢®® Solution du probleme

Distribution de Fermi-Dirac classique faiblement dégénérée : Mawxell-Boltzmann [6]

fer = feu(B) = (2”%27”) R

[ et o : multiplicateurs de lagrange pour conservation de H et M.

oralm\ >/ > Bp2
p = p(r) Zm/f dp:47rm< 3 ) 6_5”“”/ p*e” =z dp
0

m
= De-pmy
(87

Equation de Poisson

1 d [ ,d 4
2 dr <T2—¢> = 4nGp = TS —pm

dr o’

. . o 2 3 . L . .
on introduit x = .- avecr, = 4773—ng puis y = Bmay et il vient

1 d 5 dy _y
LEQ d.flf aj daj — -p. 17127



¢e®® Un gros soucis...

2m7“
&3’)"2 ’

@ Solution particuliére § (z) = —In (%) — j(r) = de masse

- 8 2. o\ 3
M (r) = / pdr = Wn;:ro / ds = 8mm (T ) -
B(r) Q 0 Q To

qui diverge ... Sphere isotherme singuliere n’est pas dans s g !
@ Solution générale, on pose ¢ (z) = y (z) — § (x) et Poisson devient

i (7)) =2 -

changement d’inconnue ¢ = In ()

d*¢ | d¢
=2(e” " -1 4
T + 7 (e ) (4)
T
Réduction a un systéme d’équations dans R?, X = [u,v] = {C, %} on a
d | u v
— — (X)) = 5
dt [ (v ( ) —v 4+ 2 (e—u — ]-) ] -p. 18027 ©)




O@®

Le seul point d’équilibre est I'origine ! La linéarisation donne

p 0 1 Tr(A) <0
[u = A : avecA:DF(X)(O):[ det (A) > 0
dt | v v -2 -1
=0 :UAS
div (F') = —1 = critére de Bendixon : pas d’'orbites périodiques et toutes les orbites

bornées convergent.

Existence de trajectoires non bornées ?

a 1) Les orbites tournent autour de 0
| o 2) ¢, application de retour sur v = 0 est telle que
-2 471 U 2 dt ¢n (X) B X < O

Conclusion:
Pas d’orbites non bornées
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O@®

Ainsi
VX (0) €R?* lim X (t)=0

t— 400

Comportement asymptotique (¢t — +o00)

k1 cos {ln ($ﬁ/2)}}k2 sin {ln <xﬁ/2)}

¢(x) =

avec ki, ko € R

Soit

D2 1/2
p(r) ~ ZLT; (1 + (r—k) ) quand r — +oo.
asr r

Conclusion : toutes les sphere isothermes ont des masses infinies, f ¢ g

Que signifie cet équilibre ?

- p. 20127



¢®® Lcremede de King

[King]
Si une étoile d'un systeme autogravitant possede une vitesse trop grande elle ne sera
plus liee a ce systeme ...

= borne supérieure dans l'intégration en vitesse de la fonction de distribution
Cette borne coupe la densité et fait converger la masse ...
Probleme : le systeme s’évapore ... Vlasov — Fokker-Planck
La fonction de distribution d’'un modele de King s’écrit

( Po (2#02)_3/2 [exp (EE_E) — 1] Sil E<Ey

o2

fe (E) =<

\ 0 si E > Ey
E, est I'énergie de libération au dela de laquelle I'étoile ne fait plus partie du systeme.

)_ %<1+%> W (r) = E¢—mi(r)

avec

I3

o (¥) = p, [6\1'/0261'{-’ (

erf (z) = % s et dt

-p. 21127



ﬁﬁﬁd

Condition limite imposée :

r

) = —AxGp,r?

En remarquant que A () = —mA (1)

eq’/‘72erf (@

—47rGp,

AW . 2W
o2 302

U (0)=E;,—mw(0) >0 ou W, = _

sont des parametres du modele de King

1074 5

1073 5

107©

A o dap B . _
W‘T:O = —m W|T:O T F(O)e’l“ - O’ mails
v (0 Ey —my (0 _
( 2) £ 2¢< ) : concentration
mo
TV(0)=1, 6>=1
oW =1 = Coeur - Halo
_ 302
e =\ TxGpo
) ou bien
\11(0)211,25,0 =2,25
- W= c =logyy (R/rc)
avecC

U (R) = Ey —mab (R) = 0

- p. 22127



e®® Oueston ...

Quel profil pour quel objet ?



¢ ®® Profil de densité des galaxies

® Observations :
T Galaxies elliptiques :

® Profil de densité en loi de puissance avec plusieurs pentes ... compatibles
avec celle d’une sphére isotherme (—2) (voir [vdVMK]).

® Profil de luminosité ~ loi de de Vaucouleurs (Einasto-Sersic n = 4).

O Galaxies spirales

® Bulbe ~ Elliptiques
{ Profil du halo de matiére noire : débat.

@ Simulations numériques : étude compléte
Pas de profil universel (Galaxie isolée # Petit amas # Gros amas)
Le meilleur des («, 3,7) estobtenuaveca=1et g =3

Le moins mauvais profil est Prugniel-Simien npg ~ 3
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® ®® Profil de densité des amas globulaires

[melheq],[elsonhutinal

Voie lactée = 143 amas globulaires : 80% = Coeur-Halo + 20% cceur effondré
(Consulter le catalogue [Harris])

| 111 (T T [T T T T T T T T i1 T ]T] I O B A R A DR IR R AR B
eIy AR R A A I = AN A RRRRSRS
2.5 — et -4 2.5 - E;I -
— g 5 ] 20
- * . £ -
- x - A el
— " 7 II 1!
- _*4 2r 1
2 . 4 2 51 ]
N = § *1 B
m — = — Y -
15— » -— 1.5 L xl ]
v N ” - lx 1 _
S 5 b ~ - &L ’
~ o _ — SR |
B " 7] — o |
1 — 1
. * I ﬁT §
N x - it
5 :— u — S — A —_
- NGC 6388 = ~  Trz 2 _
- i _ !_ | ’ :
0r11111111Lt111t;||1111|LL1|F Ofﬂf:;:!==!;LriiL]fifflpr411
-.5 0 5 1 1.5 2 —.5 0 5 1 1.5 2

log r (arcsec) log r {(arcsec)
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O@®

Cceur-halo sont tres bien représentées par un modele de King avec ¢ =~ 2 ...

=T T I T T T I T T T T — L 1 T T T T T ; T 1 T
b | —
-2 T NGC 6715 . -2 f NGC B3B8
i =1
ﬂ o ﬂ s
=, | £,
E Com 83 1 & |
& = L
w | w |
gt »  RNNULI 1T B0 & ammuLl
§ - *» RHNULDI KiM 1 E - +  SCRN
-5 - +  SCAN ! 2-5 | ¥ % COUNTS =
= | % COUNTS -
-FE L 1 = I : = 1 I I-.... -Fr—-' = . .- | : E I} - =
-1.8 =1.0 -0.2 : -1.8 =1.0 =0-2 0.8
LOG RADIUS IMINI LOG RROIUS (HIM)

Les coeurs effondrés sont caractérisés par une loi de puissance du type R~ pour la
lumiére projetée soit »—! pour la densité de masse en utilisant I'inversion d’Abel.
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¢e®® Ccxplication ...

Origine de la différence Coeur-Halo vs Cceur effondré : Instabilité d’Antonov ?

10O B

10 B

10

9.5

® 9
[
@ [ ) .
.0.. - 185
[ [ J
[ J
® ° '. - 8
o "
v
[
on @ F 75
® (]
O. o ¢ [ 7
[ ]
- 6.5

6

55

107
10

ry /¢ en fonction de r./r, pour les AG du catalogue de Harris, couleur :

Les coeurs effondrés sont cerclés

ln(Trel>
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