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La gravitation est une propriété de l’espace ...
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On part de la définition du potentiel gravitationnel

ψ (r) = S3G ρ (r) ∗ g∆3
(r) S3 = 4π

le laplacien s’impose ....

(∆3ψ(r, t), ϕ) = S3G (ρ (r) ∗∆3g∆3
(r) , ϕ) ϕ ∈ S

′



- p. 4/19

Équation de Poisson

On part de la définition du potentiel gravitationnel

ψ (r) = S3G ρ (r) ∗ g∆3
(r) S3 = 4π

le laplacien s’impose ....

(∆3ψ(r, t), ϕ) = S3G (ρ (r) ∗∆3g∆3
(r) , ϕ) ϕ ∈ S

′

soit
(∆3ψ(r, t), ϕ) = S3G (ρ (r) ∗ δ3 (r) , ϕ)



- p. 4/19

Équation de Poisson

On part de la définition du potentiel gravitationnel

ψ (r) = S3G ρ (r) ∗ g∆3
(r) S3 = 4π

le laplacien s’impose ....

(∆3ψ(r, t), ϕ) = S3G (ρ (r) ∗∆3g∆3
(r) , ϕ) ϕ ∈ S

′

soit
(∆3ψ(r, t), ϕ) = S3G (ρ (r) ∗ δ3 (r) , ϕ)

le Dirac étant l’élément neutre de l’algèbre de convolution, nous obtenons
finalement l’équation de Poisson

∆ψ(r, t) = 4πGρ(r, t)
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Equation de Vlasov

Système de N (→∞) particules,
Chaque particule 1 ≤ α ≤ N est repérée par wα (t) = [rα (t) ,pα (t)]

T
,

Espace de configuration :

E =
{

∀α,∀t [rα (t) ,pα (t)]
T
}

Densité de probabilité de présence dans E à l’instant t

1 =

∫

f (N) (w1, ...,wN , t) dw1 ...dwN

Conservation du nombre de particules : Equation de continuité

df (N)

dt
= 0 ⇒

∂f (N)

∂t
+ div

(

f (N)ẇ
)

= 0

ẇ = [ẇ1, ..., ẇN ]
T

=

[

dr1

dt
,
dp1

dt
...,
drN
dt

,
dpN
dt

]T

c’est à dire

∂f (N)

∂t
+

N
∑

α=1

[

∂
(

f (N)ṙα
)

∂rα
+
∂
(

f (N)ṗα
)

∂pα

]

= 0
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le Hamiltonien H du système est

H =

N
∑

α=1

p2
α

2mα

+

N
∑

α6=β

−G
mαmβ

|rα − rβ |

Ec Ep

Les équations de Hamilton s’écrivent donc :

∀ 1 ≤ α ≤ N
ṙα = ∂H

∂pα
= pα

mα

ṗα = − ∂H
∂rα

= −∂ψα

∂rα

= − ∂
∂rα





N
∑

α6=β

−
Gmαmβ

|rα−rβ |





On a donc

∂f (N)

∂t
+

N
∑

α=1

{

pα

mα

.
∂f (N)

∂rα
−
∂ψα
∂rα

.
∂f (N)

∂pα

}

+ f (N)

N
∑

α=1

{

∂2H

∂rα∂pα
−

∂2H

∂pα∂rα

}

= 0



- p. 7/19

l’équation de continuité conduit donc à une équation de Liouville

∂f (N)

∂t
+

N
∑

α=1

{

pα

mα

.
∂f (N)

∂rα
−
∂ψα
∂rα

.
∂f (N)

∂pα

}

= 0 (1)

dérivée par Gibbs en 1884, 2 ans après la mort de Liouville

f (N) : Ingérable ...
on introduit les densités à 1 variables (lois marginales)

f (1) = f (1)(w1, t) =

∫

· · ·

∫

f (N)dw2 · · · dwN

on intègre Liouville sur w2 · · ·wN ,

∂f(1)

∂t
+

N
∑

α=1

{∫

pα

mα

.
∂f (N)

∂rα
dw2 · · · dwN

}

−

N
∑

α=1

{∫

∂ψα
∂rα

.
∂f (N)

∂pα
dw2 · · · dwN

}

= 0
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on peut alors intégrer sur r2 · · · rN , la condition aux bornes

lim
rα→∞

f (N) = 0

permet de ”liquider” la plupart des produits scalaires

N
∑

α=1

{∫

pα

mα

.
∂f (N)

∂rα
dw2 · · · dwN

}

=

∫

p1

m1
.
∂f (N)

∂r1
dw2 · · · dwN

=
p1

m1
.
∂

∂r1

∫

f (N)dw2 · · · dwN

=
p1

m1
.
∂f (1)

∂r1

pour les mêmes raisons mais en vitesse ...
N
∑

α=1

{∫

∂ψα
∂rα

.
∂f (N)

∂pα
dw2 · · · dwN

}

=

∫

∂ψ1

∂r1
.
∂f (N)

∂p1
dw2 · · · dwN

de Liouville il ne reste alors plus que
∂f (1)

∂t
+

p1

m1
.
∂f (1)

∂r1
−

∫

∂ψ1

∂r1
.
∂f (N)

∂p1
dw2 · · · dwN = 0
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H Les particules (étoiles) sont inscernables (Grexons ...)
On pose

ψ1 = ψ1 (r1, ..., rN ) =

N
∑

β 6=1

ψ1β

où ψαβ = ψαβ (rα, rβ) := −
Gmαmβ

|rα − rβ |

ainsi
∫

∂ψ1

∂r1
.
∂f (N)

∂p1
dw2 · · · dwN =

N
∑

β 6=1

{∫

∂ψ1β

∂r1
.
∂f (N)

∂p1
dw2 · · · dwN

}

= (N − 1)

∫

∂ψ12

∂r1
.
∂f (N)

∂p1
dw2 · · · dwN

on introduit alors la densité marginale à 2 particules

f (2) = f (2)(w1,w2, t) =

∫

· · ·

∫

f (N)dw3 · · · dwN

ψ12 ne dépend que de w1 et w2 on peut finir donc l’intégration du potentiel, ...
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∂f (1)

∂t
+

p1

m1
.
∂f (1)

∂r1
= (N − 1)

∫

∂ψ12

∂r1
.
∂f (2)

∂p1
dw2 (2)

Cette équation traduit la variation de f (1) connaissant f (2), en poursuivant on
obtient

f (1) ←֓ f (2) ←֓ ... ←֓ f (N)

Hierarchie BBGKY Born,Bogoliubov,Green, Kirkwood,Yvon
1935↔ 1942

Faire des hypothèses pour stopper la hierarchie, i.e. trouver H tel que

∃p < N, ∀n > p f (n) = 0

H Hypothèse de chaos moléculaire (Boltzmann)

f (2)(w1,w2, t) = f (1)(w1, t)f
(1)(w2, t) + g(w1,w2, t)

g(w1, w2, t) : Fonction de corrélation à 2 particules. Les particules étant
indiscernables on pose

f (w, t) = N f (1)(w, t) ainsi
∫

f (w, t) dw =N
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La version intégrée (2) de l’équation de Liouville s’écrit donc
(

∂f
∂t

+ p

m
.∂f
∂r

)

N
= (N − 1)

∫

∂ψ12

∂r1
.
∂
(

f(w1,t)
N

f(w2,t)
N

+ g
)

∂p1
dw2

soit
∂f

∂t
+

p

m
.
∂f

∂r
=

(N − 1)

N

∂f (w1, t)

∂p1

∂

∂r1

∫

ψ12f (w2, t) dw2

+N (N − 1)

∫

∂ψ12

∂r1
.
∂g

∂p1
dw2

un petit rappel, ∫

ψ12f (w2, t) dw2 = −Gm2

∫

f (w2, t)

|r1 − r2|
dr2dp2

(

ρ (r, t) = m

∫

f (w, t) dp

)

= −G

∫

ρ (r2, t)

|r1 − r2|
dr2

= −Gρ (r1, t) ∗
1

|r1|
= ψ (r1, t)

en prenant N − 1 ≈ N on obtient finalement (Equation de Boltzmann)
∂f

∂t
+

p

m
.
∂f

∂r
−
∂f

∂p

∂ψ

∂r
= N2GC (w, t) (3)
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Terme de corrélation C (w, t) =

∫

∂g (w,w2, t)

∂p

r− r2

|r− r2|
3 dw2

Systèmes gravitationnels : collisions = dynamiquement inefficace pendant de
longues périodes. Chandrasekhar(1941) : Trc ≈ N Td / ln (N). Sur une
centaine de temps dynamiques (Td), les amas globulaires et galaxies en tous
genres sont dits non collisionnels, i.e. C (w, t) ≡ 0

Boltzmann ⇒ Vlasov :
∂f

∂t
+

p

m

∂f

∂r
−
∂f

∂p

∂ψ

∂r
= 0

Dynamique des systèmes autogravitants : Système de Vlasov-Poisson














∂f(r,p, t)

∂t
+

p

m

∂f(r,p, t)

∂r
−
∂f(r,p, t)

∂p

∂ψ(r, t)

∂r
= 0

ψ(r, t) = −Gm
∫ f(r′,p, t)

| r− r′ |
d3r′d3p

... énergie moyenne par particule E =
p2

2m
+ ψ, ...







∂f

∂t
= {E , f } Vlasov : Dynamique

∆ψ = 4πGρ Poisson : Champ
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Théorème du viriel classique

N particules de masses mi sans liaisons internes, positions instantannées
r1, ..., rN .

Energie cinétique T (ṙ1, ..., ṙN ) =
1

2

N
∑

i=1

miṙ
2
i ⇒ fonction homogène de degré 2,

en effet pour tout réel λ on a

T (λṙ1, ..., λṙN ) = λ2T (ṙ1, ..., ṙN )

Théorème d’Euler des fonction homogènes :

N
∑

i=1

ṙi gradṙi
T = 2T (4)

H Energie potentielle U = U (r1, ..., rN ) ⇒ pi := gradṙi
L = gradṙi

T

la relation (4) donne donc

N
∑

i=1

ṙi pi = 2T ⇔
d

dt

(

N
∑

i=1

ri pi

)

−

N
∑

i=1

ṗi ri = 2T (5)
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Valeur moyenne temporelle

ϕ := lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

ϕdt

Pour l’énergie cinétique, il vient

2T =
d

dt

(

N
∑

i=1

ri pi

)

−
N
∑

i=1

ṗi ri

système à support compact : valeur moyenne temporelle du terme dérivé ≡ 0,
ainsi

2T = −

N
∑

i=1

ṗi ri (6)

⇒ deuxième équation de Hamilton ṗi = −gradri
U

2T =

3N
∑

i=1

ri gradri
U

H U est homogène de degré α ⇒ 2T = αU
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Théorème du viriel : relation entre les valeurs moyennes temporelles des
énergies cinétique et potentielle si cette dernière est homogène ...

Gravitation3D : U (r1, ..., rN ) = −

N
∑

i 6=j

Gmimj

|ri − rj |

Energie potentielle homogène de degré −1

U (αr1, ..., αrN ) = −

N
∑

i 6=j

Gmi

α |ri − rj |
= α−1U (r1, ..., rN )

⇒ le théorème du viriel stipule donc que

2T + U = 0

Gravitation uniforme : α = 1

Potentiel harmonique : α = 2
...
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Théorème du viriel statistique

1) établir des moyennes sur les vitesses de l’équation de Vlasov, on intoduit
pour celà les quantités moyennes suivantes
Fonctions des variables r et t
■ Densité spatiale ν(r, t) =

∫

f(r,p, t) d3p ρ = mν

■ Champ de vitesse
v (r, t) =

1

ν

∫

vf (r,p, t) d3p p = mv

Tenseurs à composantes fonctionnelles
■ Tenseur de température cinétique

pipj (r, t) =
1

ν

∫

pipj f d
3p

■ Tenseur de variance-covariance cinétique

σ2
ij (r, t) = pipj − pi pj

■ Tenseur de pression cinétique

Pij (r, t) =
ν

m2
σ2
ij =

1

m2

(∫

pipj f d
3p−

∫

pi f d
3p

∫

pj f d
3p

)
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Tenseurs à composantes scalaires
■ Tenseur cinétique : Il est composé de deux parties

Cij :=
1

2m

∫

ν pi pjd
3r et Kij :=

1

m

∫

νσ2
ij d

3r

on a alors

Tjk := Cjk +
1

2
Kjk tel que Tr (Tjk) = T

■ Tenseur potentiel

Uij := −

∫

ρrj
∂ψ

∂ri
d3r tel que Tr (Ujk) = U

■ Tenseur d’inertie

Iij :=
1

m

∫

ν rirjd
3r

2)dériver les équations de la gravito-hydrodynamique (Jeans, 1924)
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∂ρ

∂t
+

3
∑

i=1

∂

∂ri
(ρvi) = 0 (a)

∂

∂t
(ρvj) +

3
∑

i=1

∂

∂ri
(ρ vivj) +

ρ

m

∂ψ

∂rj
= 0 (b)

∂vj
∂t

+

3
∑

i=1

vi
∂vj
∂ri

= −
1

m2ρ

3
∑

i=1

∂

∂ri

(

ρσ2
ij

)

−
1

m

∂ψ

∂rj
(c)

3
∑

i=1

∂2ψ

∂r2i
= 4πGρ (d)

ri : Coordonnées cartésiennes de r

Détails du calcul (Voir poly ...)

(a)
∫

(Vlasov)dp

(b)
∫

(Vlasov)pjdp

(c) (a)− pj (b)

(d) Poisson
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Un nouveau calcul, dont le point de départ est l’intégrale
∫

(c) rkdr

permet d’obtenir la relation

1

2
m
d2Ijk

dt2
= Ujk + 2Cjk + Kjk

qui constitue le théorème du viriel tensoriel, dont la trace permet d’obtenir le
théorème du viriel scalaire

1

2
m
d2

dt2
Tr (Ijk) = U + 2T

dans le cas d’un système à l’équilibre on retrouve le résultat classique ...

Relations fondamentales en Astrophysique
Calculs de masses, vitesses,

masse/luminosité, rotation, etc ....
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