Le probleme des 2 corps perturbé

ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DE TECHNI QUES AVANCEES
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¢®® Probléme a2 corps perturbé

Le probleme a deux corps est académique ! (Newton ...)

En réalité :

F = F., + corrections

4

Trajectoire = Conique + corrections

ou plutot ...

Trajectoire elliptique : {a,e,i,w,Q, 7}
Perturbation = éléments osculateurs elliptiques :
{a(t),e(t),i(t),w(t), (), (¢)}

Quelles sont les équations (différentielles) dont les éléments osculateurs sont
solutions.
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¢®® Eicments elliptiques

2 corps sphériques, dans R galiléen,

L d’x B x
L= A2 'LLTS avec r:\/x2+y2+22
+1d y, 2
= 6 EDO non linéaires du premier ordre.
Cauchy : {zq, Y0, 20, Ty, Yy, 2, } = Solution unique
L =T (3707 Yoy 205 Los Yoy Zo; t) + idem Y, =<
plus généralement, on a toujours
r=ux({C;};t) +idem y,z avecl1<i<6 (1)

Habituellement, {C;} : 6 constantes issues de {xg, yo, 20, Ty, Yy, 2, }
Astronomie : {C;} ={a,e,i,w,Q, 7}
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¢®® Probleme perturbé

\ Vd - ——_>
Hypothése de séparation : F.,.. =" [X,Y,Z]

p oo O - + X ( c,y, 2;t) +idem (2)
L= —F5 = = LylY, 2Ly Y, 2, ) &
7 e Y Y Y
Equations planétaires de Lagrange : Variation des constantes
On cherche 6 fonctions C;(t) telles que

r=x({C;(t)};t) +idem y,z avecl <i<6

soit

b dr_0r ~ du dC; +idem y, 2
—dat ot <9C; dt >

Initialement : 3 inconnues x (¢) ,y (t) et z () = 6 nouvelles fonctions: C; (1)

4

possibilité de 3 contraintes indépendantes sur les C; (t)
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©®® Jauge de Lagrange

On choisit
Oz dC; o~ Oy dC; o~ 9z dC;
—~0C; dt _@-:1807? dt _izlaci dt
Il reste donc
T = a—x = @ 5 = %
o U W T ot
Equations du mouvement :
atQ Zd Y,

Hypothese de séparation

ot

on identifie donc

2 Py
o +Zciax:—,u£+X id y, 2

3)

(4)
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¢ ®® Crochets de Lagrange

Systeme a résoudrey
ZC
pour tout j fixg ces gqu%tlons se
-y C; =0
2656, 96,
en faisant la somme ge toutes ces équations on obtient

a ay Oz
ZC (C;,C4] = @0 ac +Z% (5)

°. ., O
Z 7—){ 1d Y, 2

Te%rlve Nt

or Ox ox ,
ancac Xﬁ iy, z

= Crochets de Lagrange 9r i 9% O
Ci, Gl = 0C; 0C;  OC; ac)

Jy 0Oy B oy Oy

oC; 0C;  0C; 0C;

0z 0z 0z 0Oz

oC; 0C;  0C; 0C;
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¢®® Potentiel perturbateur

Hypothese : la force pertubatrice dérive d’'un potentiel
OR OR OR

les equations donnant C; sont donc

OR
oC;

6
1<j<6, > GlC;,C]= (6)
1=1

Théoreme de Poisson-Lagrange
Jj@' = [CJ,CZ] — (C'ste

Dm
Oox O oxr Ox

- _ d (y, ) +id (2, 2
% <acj 9C; ~ a0, aci) Tid(y,g) Fid(z,2)

0 (x, ) . N .

_ d d
5,0 +id (y,9) +1id (z, 2)
ainsi 8ng o 0J, 8Jy 0J

o ot ot ot



0Jy 0 (Ox\ Oz or 0 (O0Ox

e®® o - o \a)ac oo ac
N 0 (0&\ O0xr 0 (0 Ox
oC; \ ot ) 0C; 0C; \ ot ) 9C;
on a choisi (voir (3)) 9 da
ot dt
ains 9J, 02" dx 02" 0x  , 0%
ot  9C; 0C;  9C; OC;’ - ot2
mais (4) nous indique alors que
y ox OV M
TTTRS T Gy V= r
finalement 0J, oz VL o oV, o v
ot 9C; dx  0C; Oz’ Cr=123 " 90y,
idem J, et J, si bien que
0Jy; Ove, Ve, 9PV o*V 0

ot~ 9C; 0C;  0C;0C; 0C0C;
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¢®® Cquations planétaires

Equations planétaires de Lagrange
Comment calculer les 36 crochets J;; ?
i=1,..,6 {C;} =Ha,e, 7,0, w,1i}
= Exemple : Calcul de |[a, €]
Changement de variable £ = rcos f et n =rsin f

9(C.,C) T a(Ch, 0y (7)

0(&:€ .
Vi#£j=1,2,3 C;,C)] = ( ) d(n,n)

Pourt ~ 7, E < 1 I'équation de Kepler donne :

, n(t—r7) 27 [
d'ou I'on tire
1n2(t—1)°
cosEzl——n ( T)

2 (1—6)2
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¢®® Calculde [u ¢l

§E=rcosf=acosE —ae

n=rsin f = asin Bv1 — e?

on obtient finalergent , n? (t — 1) : an? (t — 1)
— g} —_— —_—
2(1—e) (1—e)’
—
]_ —|_6 . 1 +6
n = na 1_6(75—7) m=nay o

ainsi au périgee (1 = 7)

KRG
oa T_ a
(%) _ 0%
Oe T_ e

de méme d(n,n)

8( 7 ) T
On obtient donc pour ¢t = 7 la,e] =0 t=717 — Vt:ThmLP

) 0 (a, e)

=0
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e®W® Dondes autres ...

) 2 ) )
e __ nca L ___ na“ecost
T . nacosim T . na’e
L14 e _a, Q] = — 5 L25 = _G,W] = o2
- A/l —e2 - . . .
L5 = [a,w] = —Rava=¢ Ly = [Q,i] = na’siniyv/1 — 2

Le systéme donnant les {C;} se réduit alors a

L[aé%ﬂwir— OR R OR OR OR OR]'
LT 1 0a’ Oe 017 O Ow’ O

avec
L = antisym (L@J)
1<2<6
1<5<6

L~! = équations planétaires de Lagrange
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XX Equations planétaires de Lagrange

. _ _(2)\oR

B n?a ) OT

. 1 — 2 6R_ v1—e2\ OR

© = n2a?e | Ot n2ae Ow

s ( cot i ) OR ( 1 ) OR
 \na?V1-—e€2sini/) Ow na2y/1 — e2sini/) 09

O — ( 1 ) OR
- na?v/1 — e2sini /) 01

. (Vv1—=e*\OR cot 7 OR

v naze e na2v/1 —e2 /) 01

. 2 OR N 1—¢e2\ OR

T n?a ) Oa n2a?e ) Oe
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e®® Cas particuliers

—>
1. R=cste ( I'p
2. R= R(r)

=0):{a,e,7,Qw z’}:cste

il
maisr =a(l —ecos F), ﬁ—_e%lpljgrni—ﬂ ainsi
o Ow 0
Equations planétaires :  di _ 0 et asd 0
dt dt
i et 2 ne sont pas affectés et q, e, W verifient :
’da__iR dw \/1—62R
dt n2a) dt na’e ‘
\ \
de (1 — 62> d 9 1 — 2
7, — T RT —T — _ c
L dt n2a?e At <n2a> R + (n2a2e) Re
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¢®® Elcments de Delaunay

Hypothése: {Cz} = {Cl, CQ, 03, 04, 05, CG} = {{Oél} , {6l}}1§l§3
{C;} est décomposable en deux séries distinctes d’éléments a et 5 conjugués

tels que [ala Oém] — [6l7 6m =0

(0 Sil#m

7m:5m:< .
4, Bm) : 1 SIl=m

\

Equations planétaires : (dag _ OR (. R
dt 00, &
< avec 1<I<3 (8
dg; OR
_— = _— = R
N dt +80q [6l7 ]
Ces élements existent (Delaunay), par exemple :
ag = +/pa(l —e?)=C By = w

ag = /pa (1l —e?)cosi = C cosi B3 =€)
Naissance de la mécanique analytique.
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