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XX Temps de croisement et dynamique

R taille caractéristiqgue du systeme, V' vitesse caractéristique d’'une particule test dans
le systeme (ou bien o = /(V?))

. R
Temps de croisement : T,, o< —
o)
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XX Temps de croisement et dynamique

R taille caractéristiqgue du systeme, V' vitesse caracteristique d’'une particule test dans
le systeme (ou bien o = /(V?))

. R
Temps de croisement : T,, o< —
o)

Hypothese : systeme autogravitant isolé a I'equilibre formé de N particules chacune
de masse m : Viriel 2E. + E, = 0

1 G (Nm)? GNm\'? [GM\'?
EC:§N7’I’LO'2 et Ep:— R $02<T) = ?
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Tcr — Tdyn X G—M

le rapport R®/M  densité de masse moyenne p du systeme

Tayn X (Gﬁ)_l/2 x T,
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XX Temps de croisement et dynamique

R taille caractéristiqgue du systeme, V' vitesse caracteristique d’'une particule test dans
le systeme (ou bien o = /(V?))

. R
Temps de croisement : T,, o< —
o)

Hypothese : systeme autogravitant isolé a I'equilibre formé de N particules chacune
de masse m : Viriel 2E. + E, = 0

1 G (Nm)? GNm\'? [GM\'?
EC:§N7’I’LO'2 et Ep:— R $02<T) = ?

/ R3
Tcr — Tdyn X G—M

le rapport R®/M  densité de masse moyenne p du systeme

Tayn X (Gﬁ)_l/2 x T,

Sip(r), ¥ (r), ... connus : Orbite d’'une particule test d’énergie F.
= Si I/ = cste < 0, mouvement periodique de période 1, o< Ter =~ Tayn
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XX Temps de relaxation a deux corps

Particule test de masse m, de vitesse v évoluant dans le champ moyen crée par N
particules de masse m.
T,.; temps mis par les interactions a 2 corps pour modifier significativement v?

1 [ dv?
Trel X [’Uz ( dt )] (1)
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Particule test de masse m, de vitesse v évoluant dans le champ moyen crée par N
particules de masse m.
T,.; temps mis par les interactions a 2 corps pour modifier significativement v?

1 [ dv?
Trel X [’Uz ( dt )] (1)
Calcul rigoureux : difficile
Ordre de grandeur : simple... Chandrasekhar, 1942
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¢®® Temps de relaxation a deux corps

Particule test de masse m, de vitesse v évoluant dans le champ moyen crée par N
particules de masse m.
T,.; temps mis par les interactions a 2 corps pour modifier significativement v?

1 [ dv?
Trel X [’02 ( dt >] (1)
Calcul rigoureux : difficile
Ordre de grandeur : simple... Chandrasekhar, 1942
Passage a une distance )\ d’un voisin a la vitesse v

2
F = G;L pendant 6T = A , A : parametre d'impact
v
Principe fondamental de la dynamique
F
md—U:F :>5v:ﬁ=G—m (2)

0T m AV
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¢®® Temps de relaxation a deux corps

Particule test de masse m, de vitesse v évoluant dans le champ moyen crée par N
particules de masse m.
T,.; temps mis par les interactions a 2 corps pour modifier significativement v?

1 [ dv?
Trel X [’02 ( dt >] (1)
Calcul rigoureux : difficile

Ordre de grandeur : simple... Chandrasekhar, 1942
Passage a une distance )\ d’un voisin a la vitesse v

2
F = G;L pendant 6T = A , A : parametre d'impact
v
Principe fondamental de la dynamique
md—U:F :>5U:F—57:G—m (2)
T m AU

Particule test est en orbite circulaire de rayon r dans le systeme de densité p.
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v ﬁ ﬁ Collisions avec A € [\, \ + d)\] : dn = (2mpdp) x (277) X (p(r))

Collisions aléatoires : v = 0, mais

Pmax 4 22 Pmax
(5= [ 0 () [
p

orb ”UQ . D

Pmin

Logarithme coulombien In A = In (prax) — In (Pmin)
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¢ ﬁ ﬁ Collisions avec A € [\, A +d)\] : dn = (27pdp) x (277) X (p(r))
Collisions aléatoires : jv = 0, mais

Pmax 4 22 Pmax d
(a02),,, = [ i = TG ) 7

/02 min p

min

Logarithme coulombien In A = In (Pmax) — In (Pmin)

. , . 403\ 1/3 1/3
Hypothese : prax = r et pnin =~ rayon d'une particule ~ (3 ) = (s%) "

N 3N
Ainsi, In A = — ln(gz\;) zélnN et

A GP*mrp (1)
orb 3 V2

(Av2) In N
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Pour une période orbitale (At)_ ., ~ Ty, ainsi
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¢ ﬁ ﬁ Collisions avec A € [\, A +d)\] : dn = (27pdp) x (277) X (p(r))
Collisions aléatoires : jv = 0, mais

Pmax 4 22 Pmax d
(a02),,, = [ i = TG ) 7

/02 min p

min

Logarithme coulombien In A = In (Pmax) — In (Pmin)

. , . 403\ 1/3 1/3
Hypothese : prax = r et pnin =~ rayon d'une particule ~ (3 ) = (s%) "

N 3N
Ainsi, In A = — ln(gz\;) zélnN et

A GP*mrp (1)
orb 3 V2

(sz) In N

Pour une période orbitale (At)_ ., ~ Ty, ainsi

1 1 [ dv? _Am* G*mrp(r)InN
dt -~ 3 ’U4 Tdyn
Viriel : v* = ((”VT”"')2 etp(r) = Nm (%wr?’)_l, on trouve

Tfrel - 9 N
Tayn 1673 1In N
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¢e®® Application numérique

N R[kpc] | okm/s] | Ty, [Gan] | T, [Gan|
Amas ouverts 250 | 1x 1073 1 1x1073 | 4x 1072
Amas globulaires 5x10° | 1 x 1072 7 1x1073 5 x 101
Galaxies elliptiques 1011 5 200 2 x 1072 1 x 108
Groupes de galaxies 5 400 100 4 x 10° 1 x 10t
diffus
Groupes de galaxies 4 40 200 2x107t | 6x 1071
compacts
Amas de galaxies 400 1200 700 1 x 1079 1 x 102
riches

Relaxation 2 corps =- Ralentir les plus lourds = Ségréegation de masse

- p. 5/20
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XX Equilibre : f = f, (r,p)

2

Equation de Vlasov, F = ;; + map

of pof v of 9f B O dE 0f _
8t+m'8r " or "Op O(:>(9t dp Or dr Op =0
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XX Equilibre : f = f, (r,p)

2

Equation de Vlasov, F = L + map
2m
of . pof_ 0vof of
8t+m'8r " or Op 0(:>(9t

+ Equations de Hamilton of | dr Of X dp Of
ot dt Oor dt Op

dE Of

dp Or

— (0 <—

4 _

dt

dE Of _
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XX Equilibre : f = f, (r,p)

2

Equation de Vlasov, F = L + map
2m
of . pof  ovof Of L dE 0f dE Of _
ot +m'(9r " or "Op =0= % ot dp "Or dr Op =0
+ Equations de Hamilton of  dr 0f  dp Of _ daf _
ot dt'ar+dt'ap O<:)dt 0

N A;
Intégrale premiere : A, = A; (r (t),p (t)) € R telle que ddt =0
Remarque : si f = f, (A4, ..., A,) alors

df _0f, "L 9f, dA;
dt Ot OA; dt

’L_

=0
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e®® Couilibre:

p2

Equation de Vlasov, £ = — + ma
2m
of p Of W of of
8t+m'8r " or Op =0= % ot
+ Equations de Hamilton of  dr df  dp Of
ot dt Oor dt Op

Intégrale premiere : A, = A; (r (t),p (t)) € R telle que

f — f()(rap>

af, dA,;

LdB O dp of
dp or dr Op
d
:O@—f:()
dt
dA;
dt =0
0

Remarque : si f = f, (44, ..., A,) alors
df — 0fo <
a ot

’L_

Théoreme de Jeans :

DA, dt

Toute fonction positive et normalisable ne dépendant que des

intégrales premieres du mouvement est une fonction de distribution d’équilibre d’un

systeme autogravitant.
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XX Equilibre : f = f, (r,p)

2
Equation de Vlasov, F = ;; + map
m

of p of 0y af of dE 8f dE Of

ot Tmor Morap V7 ot Tdpor  drop L
+ Equations de Hamilton of  dr 0f  dp Of _ daf _
at+dt'ar+dt'ap O<:)dt 0

N dA;
Intégrale premiere : A, = A; (r (t),p (t)) € R telle que = 0
Remarque : si f = f, (A4, ..., A,) alors

df _0f, "L Of, dA;
dt Ot DA, dt

’L_

Théoreme de Jeans : Toute fonction positive et normalisable ne dépendant que des
intégrales premieres du mouvement est une fonction de distribution d’équilibre d’un
systeme autogravitant.

—  Vlasov : Cil—t = 0 donc f, (F) distribution d’équilibre

— Autresintégrales? L2 = [r Ap|>, L, = [t Ap|.&., ... a0
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¢®® Equilibre £, = [,(F)

Densité volumique de masse du systeme (particule test liee : £ < 0)

\/ 2m||
p(r) =m / f (por)dp = drm / F () pPdp
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¢®® Equilibre £, = [,(F)

Densité volumique de masse du systeme (particule test liee : £ < 0)

\/ 2m|y|
p(r) =m / f (por)dp = drm / f () pdp

dE = m~'pdp ainsi

p(r) = 4mm? / . f (F)pdE = 47Tm2/ f(E)Y\/2m (E —ma))dE (3)

= p((r)) 4)
I'equation de Poisson s’écrit donc Ay = 4nGp (¢)
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¢®® Equilibre £, = [,(F)

Densité volumique de masse du systeme (particule test liee : £ < 0)

\/ 2m||
p(r) =m / f (por)dp = drm / F () pPdp

dE = m~'pdp ainsi

p(r) = 4mm? / . f (F)pdE = 47Tm2/ f(E)\/2m (E —ma)dE (3)

= p((r)) 4)
I'equation de Poisson s’écrit donc Ay = 4nGp (¢)

Théoreme Gidas-Ni-Niremberg 1
Hypothéses : u € C*(R™",R_), Im >0/ u(x) = O (\X|_m) quand x — 400 et solution

de Au = h(u) avec h \,€ C*(R,R;) telle queda > & / h(u) = O (u*) quand u — 0.
Conclusion : u est une fonction radiale croissante.
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¢ ®® Application en astrophysique

Systeme isole, ¢ < 0, p \,:

f=fE)=p=p{)==9(r)=p=p(r) avecr=]r|

Un systeme dont la fonction de distribution ne dépend que de I'énergie possede la
syméetrie sphérique dans I'espace des positions.
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¢ ®® Application en astrophysique

Systeme isolé, 1 < 0, p \,:

f=fE)=p=pW)=¢=29(r)=p=p(r) avecr=|r|

Un systeme dont la fonction de distribution ne dépend que de I'énergie possede la
syméetrie sphérique dans I'espace des positions.

Dispersion de vitesse :

1 &\
Vi=1,2,3 af:—/(pe> f(E)dp

0 m
Comme £ (E) = f (p|,|r|) onao? = 0% = o3

Un systeme dont la fonction de distribution ne dépend que de I'énergie est isotrope
dans I'espace des vitesses.

- p. 8120
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e®® CEquilibre f, = f,(F, L%
La densité volumique de masse vaut toujours

o (1) :m/f (p,r) dp

mais maintenant f = f (E, L?) avec

e~

L=|rAp|=rpy1—pu? avec u = cos(r,p) (5)
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e®® CEquilibre f, = f,(F, L%
La densité volumique de masse vaut toujours

o (r) :m/f (p,r) dp

mais maintenant f = f (E, L?) avec

e~

L=|rAp|=rpy/1—pu? avec u = cos(r,p) (5)
on a donc
p(r) =2mm / / f (r,p, p) p*dpdp
et apres guelques lignes
2

0 212 (E—ma))
p(r)= mm dE/ f (E,L?)
r ma 0

dL?
v2mr? (E —ma)) — L2
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e®® CEquilibre f, = f,(F, L%
La densité volumique de masse vaut toujours

o (r) :m/f (p,r) dp

mais maintenant f = f (E, L?) avec

e~

L=|rAp|=rpy/1—pu? avec u = cos(r,p) (5)
on a donc
p(r) =2mm / / f (r,p, p) p*dpdp
et apres guelques lignes
2

0 212 (E—ma))
p(r)= mm dE/ f (E,L?)
r ma 0

dL?
v2mr? (E —ma)) — L2

soit

P = ,0(7“, ¢)
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L'équation de Poisson s’écrit donc maintenant

Ap = AnGp (¢, 1)
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L'équation de Poisson s’écrit donc maintenant

Ap = AnGp (¢, 1)

Théoreme Gidas-Ni-Niremberg 2
La conclusion est inchangée si Au = h (u, |x|) et h strictement décroissante en |x]|.
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L'équation de Poisson s’écrit donc maintenant

Ap = AnGp (¢, 1)

Théoreme Gidas-Ni-Niremberg 2
La conclusion est inchangée si Au = h (u, |x|) et h strictement décroissante en |x]|.

Application en astrophysique :
@ un systéme autogravitant avec f, = f,(E, L?) tel que sa densité volumique de

masse est décroissante en i et strictement décroissante en r possede la symétrie
sphérique dans lI'espace des positions.
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O@®

L'équation de Poisson s’écrit donc maintenant

Ay = 4rGp (¥, 1)
Théoreme Gidas-Ni-Niremberg 2
La conclusion est inchangée si Au = h (u, |x|) et h strictement décroissante en |x]|.

Application en astrophysique :

@ un systéme autogravitant avec f, = f,(E, L?) tel que sa densité volumique de
masse est décroissante en i et strictement décroissante en r possede la symétrie
sphérique dans lI'espace des positions.

D Un tel systeme peut présenter une anisotropie dans I'espace des vitesses : la
dépendance en L? = mr?* (vj + v2) brise l'isotropie des vitesse que véhiculait
E = mr (v2 +vj +v2) + ¢ (r), ainsi d’'une maniére générale

2 2 2
0. F 0y =0,

Lanisotropie peut étre radiale ou tangentielle.

- p. 10/20
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¢ ®® Orbite dans un potentiel radial

Potentiel radial ¢ = ¢ (r) = force F = V (my) radiale = conservationde L =r A p
= Mvt plan.
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¢ ®® Orbite dans un potentiel radial

Potentiel radial ¢ = ¢ (r) = force F = V (my) radiale = conservationde L =r A p
= Mvt plan.
Coordonnées polaires (r, 0) dans ce plan, équations du mouvement

mr2§—§ = L = cste )
2 2
E =L (4) 4 b v () = oo
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¢ ®® Orbite dans un potentiel radial

Potentiel radial ¢ = ¢ (r) = force F = V (my) radiale = conservationde L =r A p
= Mvt plan.
Coordonnées polaires (r, 0) dans ce plan, équations du mouvement

{ mr2§—(z:L=cst6
E __ 1 (dr\2 , 1 L
o =5(%)

(6)
=2 (& 5 —5= + 1 (r) = cste

Propriétées du potentiel :

® systeme lié ¢ () < 0, Systéme isolé ¢ (r — +o0) = 0,
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¢ ®® Orbite dans un potentiel radial

Potentiel radial ¢ = ¢ (r) = force F = V (my) radiale = conservationde L =r A p
= Mvt plan.
Coordonnées polaires (r, 0) dans ce plan, équations du mouvement

mfr2§—§ = L = cste
{;,%=;<z:>2 bkt 4 (1) = este v
Propriétées du potentiel :

® systeme lié ¢ () < 0, Systéme isolé ¢ (r — +o0) = 0,

{ Comportement en 0 ;: Supposons v (r) T% pour r — 0, Poisson

1 d (,d (1 1
pocAwocﬁg (r %(r“))ocra”

+ Hypothese de masse finie

T'max T'max d
Moc/ r2p(r)dro</ LS a<i
0 0

s
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¢e®® Apo-Pericentre

. e (r — +00) — 0~
Potentiel effectif : 1), (r) := 523
m-r

4+ (r). SiM < oo, |

@be(r—>0)—>—|—oo

be

O v

etrpér(t)éra
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o®® Pcriode radiale

EDO verifiee par r(t) :
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o®® Pcriode radiale

EDO verifiee par r(t) :

On calcule

T _/r“ @d,,a_/r“ dr 7)
2 r d’P Tp \/2 (E _w(r)) . L2
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o®® Pcriode radiale

EDO verifiee par r(t) :

E 1 [(dr\? 1 I
=3 (&) tamma 0

z_/”@m / -
2 r \/2 L2

p
2p2

On calcule

SiEc[E.<0,0] et M < oo,alors 5 < oo, ainsi

r(t):rp:>r(t+%) =r,=>r{t+7)=r,="1(1)
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o®® Pcriode radiale

EDO verifiee par r(t) :

E 1 [dr\® 1 I
=3 (&) tamma 0

z_/”@m / -
2 r \/2 L2

p
2p2

On calcule

SiEc[E.<0,0] et M < oo,alors 5 < oo, ainsi
r(t) =rp :>r(t+%) =r,=>r{t+7)=r,="1(1)
Les fonctions r (¢) et r (t 4+ 7) sont solutions de la méme EDO.
Cauchy =
La fonction r (¢) est —périodique

En se donnant le potentiel, on calcule 7 =T,,y...
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XX Décalage de I'apocentre

Pendant une période radiale, I'angle ® correspondant au mouvement de lI'apocentre

s'écrit
-k —
r, At dr m TQ\/Q 12

m2742

On remarque que 7 = 7 (E, L?) etl'angle ® = @ (E, L?) ... Le cas du potentiel
Isochrone !

- p. 14120



¢®® nversions & Applications

Premiere formule d’Abel (Eddington) -0 < oo < 1
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¢®® nversions & Applications

Seconde formule d’Abel (Eddington) -0 < a < 1

‘ f(x):/;“(g(t)adt

t—x)

_ sin(ma) d [T f(x)
O e T A=

sin (wa) [/+°O df dx . f(x)

— lim
da;. (aj L _L_)l—a T —+00 (CE L _L_)l—Oé
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e®® Inventer la troisiéme dimension ...
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e®® nventer la troisiéme dimension ...

Systeme spherique, I (R) : profil de luminosité projetée, A (r) et p (r) : densités de
lumiere et de masse dans I'espace.

p(r)="T (r)A(r)
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e®® nventer la troisiéme dimension ...

Systeme spherique, I (R) : profil de luminosité projetée, A (r) et p (r) : densités de
lumiere et de masse dans I'espace.

p(r)="T (r)A(r)

® Amas globulaire : T ~3 Y5 [ 3,4 £+ 1.0 pour NGC 1835 (voir [melheq])]
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©e®® Inventer la troisieme dimension

Systeme spherique, I (R) : profil de luminosité projetée, A (r) et p (r) : densités de

lumiere et de masse dans I'espace.
p(r)="T (r)X(r)

® Amas globulaire : T ~3 Y5 [ 3,4 £+ 1.0 pour NGC 1835 (voir

melheg

® Galaxie elliptique T = 10 Y, (voir [lauer] pour une longue liste ...)

)]
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lumiere et de masse dans I'espace.
p(r)="T (r)X(r)

® Amas globulaire : T ~3 Y5 [ 3,4 £+ 1.0 pour NGC 1835 (voir

melheg

® Galaxie elliptique T = 10 Y, (voir [lauer] pour une longue liste ...)

T T ~ 100 YT pour les amas de galaxies.

)]
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©e®® Inventer la troisieme dimension

Systeme spherique, I (R) : profil de luminosité projetée, A (r) et p (r) : densités de

lumiere et de masse dans I'espace.
p(r)="T (r)X(r)

® Amas globulaire : T ~3 Y5 [ 3,4 £+ 1.0 pour NGC 1835 (voir

melheg

® Galaxie elliptique T = 10 Y, (voir [lauer] pour une longue liste ...)

T T ~ 100 YT pour les amas de galaxies.

Pour un objet donné nous prendrons donc

p(r)="T X(r) avec Y = cste

)]

Luminosité radiale projetée I (R) dans le plan orthogonal a une ligne de visée Or :

intégration ...

122/ A(r) drq
0
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e®® nventer la troisiéme dimension ...

Vers 1’observateur
—

—

Plan de
projection

Comme 72 = R? +r?

A 1 [ t
I(R):2/ (r) r dr:—/ ( p (1) dt  avecz = R’ett=r?
T t T

R r2 — R2 T
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e®® nventer la troisiéme dimension ...

Vers 1’observateur

—>
R -
Plan de
projection
Comme r? = R? + r%
I(R)=2 = 1/2 avecx = R ett=r
R
Deuxieme formule d’Abel :
(r) = T /OO dl dR )
PR = T )2 dR \/R2 — y2

et le tour est joue ... p. 18120
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C®® [ apartirde p

@y <0et lim +(r)="?on pose donc

|r|—4o00

=1 —% avec lim Y (r)= 1

[r[—+00

- p. 19/20



e®W® /apartirde o

@y <0et lim +(r)="?on pose donc

|r|—4o00

© =1 —1 avec lim Y (r) =1

[r[—+00

O Particule test liée : E < 0 on pose donc

2

€=m¢w—E=ms&—§_m

- p. 19/20



e®W® /apartirde o

@y <0et lim +(r)="?on pose donc

|r|—4o00

© =1 —1 avec lim Y (r) =1

[r[—+00

O Particule test liée : E < 0 on pose donc

2

€=m¢oo—E=mso—2p_m

Fonction de distribution d’équilibre d’'un systeme shérique isotrope

f:{(])"(s) ste >0 onace =0 pourp=m-/2p

sie <0

- p. 19/20



e®W® /apartirde o

@y <0et lim +(r)="?on pose donc

|r|—4o00

© =1 —1 avec lim ¢ (r) = v

[r[—+00

O Particule test liée : E < 0 on pose donc

2

€=m¢oo—E=mso—2p_m

Fonction de distribution d’équilibre d’'un systeme shérique isotrope

{ f(e) sie>0

. onac=0pourp=mi/2
0 Sle <0 P b 7

f=

Densité volumique de masse

m~/2p
= 47Tm/ f (5) dep -p. 19/20
0



¢®® /apartirde p

pour une valeur donnée du rayon, on peut écrire

p=V2m(my — 5)1/2 et pdp = —mdse
ainsi
mep
p () = 42mm®? [ f(2) (mg — )% d= = p ()
0

- p. 20/20



e®W® /apartirde o

pour une valeur donnée du rayon, on peut écrire

p=V2m (my — 5)1/2 et pdp = —mde
ainsi

p(r) = 4v21rm®/? /Omso f(e) (mp — €)% de = p(p)

En dérivant par rapport a ¢

1 dp_/m“’ fle) o
o

22mrm7/2 dp mey — 5)1/2

- p. 20/20



e®W® /apartirde o

pour une valeur donnée du rayon, on peut écrire

p=V2m (my — 8)1/2 et pdp = —mde
ainsi

p(r) = 4v21rm®/? /Omso f(e) (mp — €)% de = p(p)

En dérivant par rapport a ¢

1 dp_/”“” fle) o
0

2V/2rm7/2 dp mey — 5)1/2

Premiere formule d’Abel

1 = d?p de 1 dp
£) = + 9
f(e) o /2n2m/? [/0 dp? (c — mgo)l/Q el/2 do 900] 9)

- p. 20/20
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