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Hypotheses fondamentales

* Le systeme considéré peut étre décomposé en unités
fondamentales (atomes, molécules, particules élémentaires,
étoiles, . ..).

x Les unités fondamentales n’interragissent pas directement en
dehors des collisions qui permettent d'échanger de I'impulsion
et qui sont supposées infiniment bréves.

* Le nombre N de ces constituants élémentaires est tres grand :

Par exemple N > N = 6,02 x 1023,



On découpe I'espace des phases du systeme en cellules
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Mécanique quantique : les particules n'ont pas les mémes propriétés
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Etat microscopique : Donnée du nombre de particules dans chaque
sous-niveau.

Etat macroscopique : Donnée du nombre de particules dans chaque niveau.



Hypothese de Boltzmann

Tous les états microscopiques sont équiprobables.
L’état d’équilibre d’un systeme correspond
a I’état macroscopique le plus probable,

C’est-a-dire celui pouvant étre réalisé
par le plus grand nombre d’états microscopiques.



Répartition des bosons

wf’ : nb de facons de répartir n; bosons dans les g; sous-niveaux de I'état /.

Etat
e |e P .
n; e ] 1 g¢.-1 parois
Bosons e e ¢
g, cellules

wf’ = permutations de (g; — 1) parois parmi les n; bosons

_ e (ni + g —1)!
ni! (gi —1)!

Etats macroscopiques : indépendants = le nombre d’états microscopiques

WP possibles est
b (nl + 8i — 1
= || w;
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Distribution d'équilibre

— Probléme avec contraintes

* Systeme isolé, énergie totale conservée : U = ). nje; = cste.

* Nombre de particules constant : N =) . n; = cste.
Distribution d’équilibre : probleme d’optimisation avec contrainte.

o _

n? = max W (n;) avec U(n;) = cste et N (n;) = cste

nj
probleme équivalent a

o _

? = maxIn[W (n;)] avec U(n;) = cste et N (n;) = cste

nj

n

Solution

n? = {n; tel que dIn[W (n;)] = dU (n;) = dN (n;) = 0}



Distribution de Bose-Einstein

i+g —1)!
Wb _ (n
H n,-! (g,- — 1)!
dln (Wb) =d> In(n+g—-1)1-dY In(m)—d> In(g -
Formule de Stirling : xﬂToo \/27T7X(X/e) =1 que I'on peut écrire

Six>1, In(x!) =~ Z[In(27)+In(x)]+ x[In(x) — 1]
~ xIn(x) — x

en prenant g — 1~ g; > 1, il vient

din (W*) = Zd <+g’>




Contraintes

Zen,—cste = dU = stn,—O
Zn,—cste = dN = Zdn,—O

La condition d’extremalité sous contraintes pour W s'écrit en introduisant 3
multiplicateurs de Lagrange

Va, b, c € R*, Zdn,- <a|n <n :—g,) +b€,+c> =0

1

solt o .
E d”i('”(mtg’)+88,-+A>:OavecA;«EOetB;éO
ne
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on en déduit la distribution d’équilibre

. n? + gi> o gi
Vi,In| +—=|=8(Ei+n = n =
( n? pleim) exp[B(e; + )] — 1
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Sans autre hypotheése la distribution d'équilibre est

n° — 8i
Coep[flei +p)] -1

Les constantes « et 3 sont des multiplicateurs de Lagrange associés aux
contraintes imposées (N = cste et U = cste)
Pour un gaz faiblement dégénéré (n;/g; < 1) on peut simplifier |'expression

n? = gilexp(—pe;)

... et comme Y. nj =) ;n? = N on peut déterminer X ...

Distribution de Boltzmann, 1872

N
n? = 7g,- exp(—fe;) avec Z = Zg; exp(—p€;)
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Nature de la gravitation

Densité de masse

p(xX) si X eQ
% =0 si X' ¢Q

X

! _ ;
F = -G X X_3 P (X/) 53)(’ = F=-G /X—X:)) p (X/) d3xl
|x/ — X| |X’ _ X|
Potentiel
gravitationnel / |x’ — x\ d®x = F=-V¢

= 53Gp(x) * gns (x)

P (x) = —Gp(x) * ||

La gravitation est une propriété de I'espace ...

Gravitation
—>
Masse




Equation du champ

On part de la définition du potentiel gravitationnel
P(r)=853G p(r)xgn,(r) S3=4n

le laplacien s'impose ....

(A31/1("» t)v 90) = 53G (p(l’) * A3gA3 (r) ) 4,0) (NS S
soit
(A31/1(", t)v 90) = S3G (p(l’) N 53 (I’) ) 90)

le Dirac étant I'élément neutre de I'algébre de convolution, nous obtenons
finalement

Equation de Poisson

A(r, t) = 4nGp(r, t)




Systeme de N > 1 particules

Chaque particule est repérée par w, (t) = [ra (t),p, (t)]" dans I'espace des
phases

E:{ Vo, Vt, w, (t) }
Densité de probabilité de présence dans E a l'instant t
1= / f(N) (Wl, ces W, t) dwi ...dwpy

Conservation du nombre de particules : Equation de continuité
(N) (N)
LA N L A (f('V)w) =0

dt ot
. . LT _ |dridpr dry dPN
W = [Wq, ..., W] T dr de

c'est a dire

(N) N Ta(FMi) o (fNp,
o T (k) 0 (Wpl)]
ot Org 8Pa



le Hamiltonien H du systéme est

N - 2
Pao mamﬁ
H =
o Sy 6™ o
a=1 a=18=a+1
Ec Ep
Les équations de Hamilton s'écrivent donc :
Vi<a<N C T Opa Ma
N
. oOH 0 Gmgmg
bo =G = gy, MeEVe=— D
« « B=1,B+4a « jé
On a donc

= " Opa
N

9?H 62H
L {
o; Ora0py

apa org

afr™ X p, afM (91/) aF(N)
ot +Z Me Org,



I"équation de continuité conduit donc a une I'équation dite de Liouville

afr) X p, aFN) oy, aFN)
ot +; My Orn Oty Opa =0 (1)

la densité F(V) = f(N)(wl, -+, Wy, t) est ingérable ...

Boltzmann introduit les densités a 1 variables (lois marginales)

£ Z £y, 1) = /.../f(N)dW2...dWN

on intégre Liouville sur wy - - - wyy,

ort) o OFN)
ot +Z L dW2 ce dWN

= my  Org,

N
Opo OFV) B
—Z{ Br Do dws---dwpy p =0

a=1



Pour la premiere intégrale on utilise la condition aux bornes en position

Va=1,---,N lim fM =90

Fo—00
qui permet de "liquider” la plupart des produits scalaires
N
o OF(V) of(N)
Z /pa dW2-"dWN = /pl dW2--~dWN
my  Org, my  Ory

a=1
p> of(V)
- ... d =
+/m2 8r2 dW2 WN( 0)

+o 40

- :;.;n/f(’v)dwzmdw,\,
m1' 8I’1




pour les mémes raisons mais en vitesse lim fF(N) = 0, la seconde intégrale

Po—00
devient
N
Opo OF V) [0y OF V)
;{ ara. 8pa dW2--~dWN = (97!‘1 8p1 dW2"'dW/\/

Ainsi I'équation de Liouville

afM X po 9FN) Gy, OFN)
ot +az::1 my Ora Oty Opa =0

intégrée sur wy - - - dwy donne

of ) py ofD) oy oF V)
ot +m71' ory a 8I’1'8p1 dwz:--dwy =0

Cette équation relie f(1) 3 F(N) c’est le premier exploit de Boltzmann !

Mais il va plus loin...



1 = particule test et 2 = champ moyen

Les particules (étoiles) sont indiscernables et indépendantes

Gm1m2 Gmymy
ri, ..., r - e TN
=i ZW —nl n-
Gm1m2
=—(N-1) = (N —1)12(r1,r2)
11— o
ainsi
o1 of(N) o1y OF(V)
bt dwo---d —(N-1 . .o d
6r1 6p1 w2 WN ( ) 8r1 8p1 w2 W

il ne reste plus qu'a introduire une densité marginale a 2 particules :

FO) — F) (wy, wa, t / / ) dws -

comme 112 ne dépend que de ry et ry on peut finir I'intégration ...



On écrit ainsi

1o OfF ) 012 8f(2)d
or1  Op1 or1 ~ Opy

et finalement I'équation de Liouville intégrée devient

af)  p; afr(M 1o OF )
—. = — . d 2
ot + m; O ( or 8p1 w2 ( )

dws - - dwy = (N — 1)

Cette équation relie f(1) 3 (2. Boltzmann la simplifie encore...

Hypothése de chaos moléculaire

f(2)(W]_, wo, t) = f(l)(wl) t)f(l)(w27 t) + g(W17W27 t)

ou g(wi, ws, t) est la fonction de corrélation a 2 particules.

On change généralement la normalisation en posant :

f(w,t)=NF(wy,t) ainsi /f(w, t)dw =N



of  » of _

N — 1) Of (wy,t)
ot " m or N Op,  on /w”f(w” t) dws
3%2 g
N(N-1
+ ( ) arl apl dW2
Un petit rappel :

W 9
/U)lzf(wz, )ydwy = —Gm /\r1 2 dzdpz

—G / r27
r1 — r2|

- _Gmp(r17 t) * ﬁ = 77/} (r17 t)
en prenant N — 1 = N on obtient finalement I'équation de Boltzmann

of p Of Of 0y

% Tm o Mop ar ~ CW0)



Les équations de la dynamique d'un systéeme composé d'un trés grand
nombre N de particules en interaction a longue portée dans |'approximation
de champ moyen sont les suivantes

Systeme de Boltzmann-Poisson

of p Of _Of 9%
9t m oo Map ar = CW)

_ Fre'st)
P(r, t) = Gm/ v dr'dp

La fonction de distribution f est celle d'une particule test de masse m
évoluant dans le champ moyen v crée par toutes les autres.



Les moments de Boltzmann

L'idée est de calculer des choses du genre

B of  p Of of
0_/<p(p, )[8t+m ar 8p Br — C(w, t)} dw, dr ou dp

par exemple

of p Of of o op .. _
/ {at + ey 87p ‘B C(w, t)] dp = it + div(pv) = Source

Oou encore

/p[af p of  Of Oy

ot * m or aip or — C(w, )} p ~ Navier — Stokes

En général les systemes gravitationnels sont non collisionnels C(w, t) = 0.
Boltzmann devient Vlasov !



On calcule le moment du viriel ¥ =r - p
B of p Of 6‘1‘ o
0_/rp[8t+m o Mop a]ddp

Inertie
Les équations de Hamilton indiquent que

or  Op B of 0
6t_8t_0:>I_/ 6drdp a/r pfdrdp

ici I'impulsion est simplement la quantité de mouvement

0 dr 0 d (1
/:at/r-< d)fdd 81‘/ <2mr~r> f drdp

. .. df
et comme |'équation de Vlasov indique que i 0

8tdt/r rfdrdp = Tr (1j)
avec )
Ijk —/2m rirk f drdp



- of p OF  Of O
O_/r p[8t+m o "op ar]drdp

Energie cinétique
f
2K:/r-pp-8drdp
m Or

une intégration par parties dans |'espace des positions donne

2
2K — {(Pxﬂwpz)(r_p) f] _/Pfd,dp
m Q m

ou €, est le bord du systeme dans |'espace des positions sur lequel
s'annule, ainsi

2
2K = —/':n f drdp = —2Tr (Kjy)

avec

PPk
Kjx = 2J—m f drdp



- of p Of  Of b
0‘/“' [at+m'ar Mop or | IrIP

Energie potentielle

W:—m/r pg a—wdrd

op Or
une intégration par parties dans |'espace des impulsions donne
oy o o oY
W= — 4+ — -— f drd
‘mrp(ax oy T oz Qp+m/' or | Arep

or f s'annule aussi 2, et comme p(r) = m/ f dp il vient

w= [0S0 p de =~ (u)

avec
oY

Ur=—[r
J Jark

p(r) dr



En regroupant les trois calculs précédents on trouve

3[C’Tr('fk)

= Tr (2K; ;
2 dt] (2K + Uge)

que |'on peut écrire

Theorem (Théoreme du viriel cinétique)
0 [dI

B ) I
ot dt] Al

ou I est le moment d’inertie total du systéme, KC et U les énergies cinétique
et potentielle totales contenue dans le systéme.

Si le systeme est dans un état d'équilibre, ce dernier peut &tre caractérisé par
le fait que son moment d'inertie est stationnaire, on a donc pour cet état

2K+U =0



Deux temps caractéristiques pour un SAG

Pour un systeme de taille caractéristique R composé de N particules de
masse m et dont la dispersion de vitesse est o a I'équilibre du viriel
(2KC + U = 0) on peut raisonnablement écrire

1 G (Nm)?
K= §Nma2 et U= _(Rm)
le viriel d d = 7GNm 1/2— G—Mlﬂ' i
e viriel donne donc o = 5 =\ % ainsi
R R3
T n~ — = _—
dy o GM

On sait par ailleurs depuis les travaux de Chandrasekhar(1942) que

Tl 9 N
Tayn  1673InN




Dans un amas d'étoile ou une galaxie, le temps de relaxation a deux corps est

donc généralement beaucoup plus grand que le temps dynamique.

N R (xpq o km/sl | Tayn (Gan] T el [Gan)
Amas ouverts 250 | 1x1073 1 1x103[8x10*
Amas globulaires 5x10° | 1x 10_2 7 1x 10_3 1
Galaxies elliptiques 1011 5 200 2 x 1072 2 x 100
Groupe diffus 5 400 100 4 2 x 107
de galaxies
Groupe compact 4 40 200 [2x1071 | 1x1072

de galaxies

Amas riche 400 1200 700 2 2

de galaxies




La sphere isotherme

Physique statistique : I'équilibre correspond au maximum de I'entropie.

Systeme autogravitant : f ,M = cste < 0o, H = cste < o0

M:m/fdw<oo
Emmn =« f,

H= /pf(w)dw—mG// |r— dwdw<oo

Em,H 1 ensemble des fonctions de distributions décrivant des systémes de
masse M et énergie H dans lesquels évolue une particule test de masse m et
d'énergie
p>
E=_—+m(r) avecy(r G/
2m

L'équilibre est associé a

e = max [S(f) = —k/ finf dr] k = Boltzmann
fEEMJ-/

dl"

v —r’!



Solution du probleme de recherche d’extremum

|
N
N =
N

Fermi-Dirac classique faiblement dégénérée — Mawxell-Boltzmann

] 2 —3/2
is _ fis (E) _ <27T; m> e*BE

B et a : multiplicateurs de Lagrange pour conservation de H et M.

i 2 _3/2 [e%s) 2
p = m/f’S dp = 4mm (27“/; m) e_’gmw/ pze_%dp
0
m _gm
= Dt = p() = ¥ =)

Equation de Poisson

1d d 4G

(0}

on introduit x = ~ avec r2 = m puis y = Bm et il vient

1 d 2dy\ —y
x? dx (X dx)_e



Un gros soucis...

Solution particuliere y (x) = —In (%) — j(r) = i’;’é de masse
- 8 2 prr 3
M(r):/ pdr = 7Tn;ro/ds:87rm<ro) L sosiro
B(r) «Q 0 a/ ro

Cette sphere isotherme singuliere n'est pas dans Ey H !
Solution générale : on pose ¢ (x) = y (x) — ¥ (x) et Poisson devient

A G RLICED

changement d'inconnue s = In (x)

d’¢  d¢ _
E+£:2(e <—1) (6)

-
Réduction a un systéme d'équations dans R?, X = [u, v]T = [C, %} ona

% P00 o] Y



Le seul point d'équilibre est I'origine X* = [O,O]T.
La linéarisation au voisinnage de X* donne

Tr(A) <0

dX

d—:AX, avec A= DF (X) (X*) = [_02 _11} det (A) > 0
° = X* est UAS

On remarque que div (F) = Tr (A) = —1 : Il n'existe pas d’orbites
périodiques et toutes les orbites bornées convergent (critere de Bendixon).

Vo, Existe-t-il des trajectoires non bornées?

\¢
\ e 1) Les orbites tournent autour de 0
= ' 2) ¢, application de retour sur v = 0 est
. ;? o telle que ¢, (X) — X <0

Conclusion : Pas d'orbites non bornées
-, YX(0) eR?  lim X(s)=0
= =0 S——+oo




Lorsque s, x — oo la fonction ((x) — 0 et donc y se rapproche de y : toutes
les solutions se rapprochent de la sphere isotherme singuliere lorsque r — oc.

Le comportement asymptotique s'obtient en linéarisant " + ¢’ = 2(e¢ — 1)

ki cos [In (xﬁ”)] + kysin [ln (Xﬁm)]
\/}

avec ki, ky € R

C(x) =

En revenant a la densité p en variable r il vient

2mr? 1/2
p(r)~ Ml <1i (%) ) quand r — 4o0.

a3r2
Conclusion : toutes les spheres isothermes ont des masses infinies, f ¢ Ep p

L’entropie n’est pas bornée pour un systéme autogravitant !



Au fil du temps le cceur des systemes autogravitants s'ef|




1872 - 2022

On va s’arréter la pour le moment...
Merci pour votre patience !
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