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Résumé— Les vibrations non linéaires géométriques de coques mijiiscrétisées par éléments finis,
sont considérées. Dans le but de réduire la dynamique wibgad des modéles comprenant un petit
nombre de degrés de liberté (ddls), la base des modes prlopFases est utilisée. La projection fait
alors apparaitre un ensemble de coefficients de couplagéiméaires quadratiques et cubiques. Une
méthode directe permettant le calcul de ces coefficientsrepbsée et implémentée. Une fois le modéle
projeté, des études de bifurcation des solutions périegigont alors possibles a moindre codt, ce qui
permet de calculer les branches stables et instables de®asllibres et forcées.
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1 Introduction

En vibration non linéaire de structures minces, les modéfiéisant des éléments finis permettent
aisément des intégrations temporelles directes pour désales probléemes aux conditions initiales.
Cependant, de par le nombre de ddls mis en jeu, ils se préffcitainent a des études de bifurcations,
ou I'on cherche a prédire exactement les états stablescpiades états instables, les bifurcations et leur
nature, pour une structure dont on veut faire varier un osi@lus parameétres. Parallelement, des études
sont menées sur des coques et des plaques de géométriamples sili la discrétisation n'utilise pas les
éléments finis mais des bases de fonctions continues (quepeétre les modes propres du systeme),
et qui permettent, par le faible nombre de ddls, de mener Wee® de bifurcations, cf. par exemple
[1, 2] et ses références. Afin de combiner ces deux approahesdée simple consiste a utiliser la base
modale pour projeter le probléme non linéaire discrétiséégaments finis. Ce faisant, on fait apparaitre
des coefficients de couplage non linéaires, quadratiquesbéues, qu’il faut calculer afin de pouvoir
réduire la dynamique aux modes importants et effectuertleteé de bifurcations.

Le calcul de cette raideur non linéaire géométrique a dédpktposé par le passé [4], en utilisant
une méthode indirecte, ou les coefficients de couplage smhtitd d’'une série de calculs de déforma-
tions statiques bien choisies. La méthode a ensuite éigégtitlans [6] pour la réduction de modéles a
parametres incertains, et dans [7] pour des vibrations dggeoNEMSs piezoélectriques.

Dans cette contribution nous proposons une méthode del aditeate. Celle-ci repose sur une
représentation modale du déplacement et une écrituretampeydes coefficients de couplage quadra-
tiques et cubiques. Cette formulation est ensuite implééeeavec des éléments finis de coque MITC
[5]. Pour illustrer les avantages de la méthode, des rektamplitudes-fréquences pour une plaque,
montrant la richesse de la dynamique hamiltonienne, sdatiléas, ainsi que des réponses vibratoires
en régime forcé, montrant des phénomeénes typiquement méaines (sauts, bifurcations, pertes de sta-
bilité, ...).



2 Calcul de la raideur non linéaire

Nous nous placons dans le cas des non linéarités géométnimue les structures minces. La loi
de comportement est donc supposée élastique linéaireideauranon linéaire géomeétrique provient de
la dérivée de I'énergie internedW = [oe: C: de ou C est le tenseur d’élasticité etle tenseur
des déformations e = %(D+ O+ C'.0)y, avecy le déplacement. Pour une structure de géométrie
donnée, la premiere étape du calcul consiste a calculerddssrpropres du systeme. On insére ensuite
I'expansion modaley(x,t) = Y51 Xp(t)@p(x) dans les équations dynamiques, ce qui nous ameéne a des
équations d’'oscillateurs couplés sous forme générique :

Xp+wiXp+ Y g XiXj + Y hi XXX = 0. (1)
I‘,J |7J7

L'expression des coefficients de couplage non Iinégﬁret hﬁk s’en déduit alors :

1

girj?:Z/Q[Dtcg.Dcpj :C: (O@p+O'ep) + (0@ +O'q) : C: (C'p. O + Oy .Ogp)]  (2a)
1

hh, = 21/QDt(g.D(pj 1 C: (0'@p. O + T'rc. D) (2b)

Ces formules sont exploitées dans le code de calcul Shelddna). Des éléments de coques MITC

sont utilisés pour le calcul, ce qui conduit & employer desateurs d’interpolation spécifiques sur les
différentes composantes des gradients. Les particidatiéda formulation ont conduit d’'une part a ex-
primer les produits de gradients soit en base intrinsecqpieen base mixte, selon que le gradient de
fonction propre a calculer se trouve dans un produit ou pad’aatre part a exprimer la matrice d’élas-

ticité sous forme non symétrisée, du fait des termes non tsigaés ['q.Og;. La validation du code

a été effectuée en comparant les résultats du calcul divectla méthode proposée par Muravyov [4],
montrant un accord parfait.

3 Application au cas d’'une plaque circulaire mince

Une premiére application de la méthode est proposée surlagaepcirculaire mince encastrée a
son bord. La convergence des résultats est d’abord mompée|a dynamique non linéaire autour du
mode fondamental est étudiée, en régime libre et en réginé.fdes comparaisons avec des résultats
analytiques obtenu selon le modéle de von Karman (qui nédfigertie longitudinale et utilise une
fonction d’Airy pour représenter les mouvements dans Ie)ant aussi discutées. Pour les simulations,
les dimensions et parametres matériaux suivants ont @éuet rayora=20 cm, épaisseunr=1 mm,
module d’YoungE=85 GPa, masse volumiqpe 7974 kg/ni et coefficient de Poissor=0.38.

3.1 Convergence

La convergence des frégquences propres en fonction du nod®igments est montrée dans le
tableau 1. Les éléments utilisés sont des quadrangles MIT@#4me I'étude dynamigue montrée sec-
tion suivante est autour du premier mode (axisymétriquelles des fréquences propres axisymétriques
sont données. La dénomination des modes de plaque ciecgklfiait classiguement selon deux indices
(k,n), k représentant le nombre de diamétres nodaus,l@nombre de cercles nodaux (bord compris).
Pour la comparaison, les fréquences propres sont adinmedgie selon la formule [8] :

(Adim _ a 12p(1-v?) im
h E ’
et comparées au résultat analytique que I'on obtient gjassient avec un modéle de Krichhoff-Love,
cf. par exemple [9, 8], pour le cas de la plaque circulaire.
Lafigure 1 montre la convergence du coefficient de couplagigaahp , , apparaissant Eq. (1), pour
le premier et le sixietme mode axisymétrique. Cette convegest plus lente que pour les fréquences
propres. Ceci est lié au fait que le calcul des coefficientsalglage fait intervenir des intégrales sur



Ne | 432 | 2352 | 4800 | 10800 | Analytique
wo1 | 10.2639[ 10.2240| 10.2192| 10.2163| 10.2158
wo2 | 40.8322 39.9530| 39.8510] 39.7901[ 39.7710
Wos | 94.5246 90.0054| 89.4974] 89.1930( 89.1041
Woe | 474.560| 371.081| 362.098| 356.996| 355.569

Tableau 1 — Convergence des pulsations propres adimeBs®mm fonction du nombre d'éléments, et
comparaison au résultat analytigue obtenu avec un modé@dehoff-Love.

les fonctions propres de I'opérateur linéaire, cf. Eqs ¢8)a convergence sur les fonctions propres est
plus lente, quadratigue en le nombre d’éléments tandisnguaonvergence linéaire est observée pour
les fréquences propres [10]. Ceci a par ailleurs déja étéredglans le calcul de coefficients avec des
méthodes analytiques, cf. par exemple [11].
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Fig. 1 —Convergence du coefficient de couplage cubih@g@p en fonction du nombre d’éléments.désigne le
numéro du mode, haup=1, premier mode axisymétrique (0,1), bgs=74 : mode (0,6).

3.2 Analyse dynamique

Dans cette section on utilise le calcul de coefficients d@leme pour une analyse de la dynamique
non linéaire de la plague mince au voisinage de sa fréquemckamentale, a I'aide d’'un modéle réduit
ne comprenant que les modes propres importants. La méthrogesge permet ainsi d’avoir acces a
toutes les branches stables et instables des solutiorsljgéres au voisinage du point d’équilibre, ainsi
que de classifier les bifurcations du systéme et les régimgslé€s. En régime libre et conservatif, nous
calculons par une méthode de continuation les orbitesdigties du systéme, aussi appeléesies non
linéaires[12, 13]. En régime forcé et amorti, les courbes de résonaneeisinage de la fréquence fonda-
mentale, sont montrées, et leur relation avec la courbeecaais/e est discutée. Dans toute cette section,
un maillage a 3072 éléments (15688 ddls) a été retenu poafdel des coefficients non linéaires.

Lors de la construction du modele réduit, il convient de eovesr des modes tangentiels ainsi que des
modes transverses afin de rendre compte correctement diageupembrane-flexion. Dans le cas de la
plaque parfaitement plane, les modes sont completementipgés, soit en flexion, soit en membrane.
De plus, de la nature des couplages non linéaires entre legamznts dans le plan et les mouvements
transverses, la forme des équations (1) peut étre précsd®n note g les composantes des modes



transverses &f; celles des modes tangentiels, alors les équations (1) peseeéecrire en :
G -+ wlq + ;gikql Nk+ Zkhiplepql G =0, (3a)
) Pl

fij +win; + ;gﬂkql = 0. (3b)

Ainsi, pour I'étude de la dynamique du premier mode de flexiend, le choix des modes de membrane a
retenir dans la troncature se fait en sélectionnant ceuldderme de couplagg1 est non-nul, puisque
ce terme brise l'invariance du premier mode linéaire en lmoiple maniére non-résonnante le mgde
au mode 1. Les trois premiers modes remplissant ce critérensmtrés figure 2, ou I'on a représenté
uniguement la composante radiale du déplacement longélfa composante orthoradiale étant d’'un
ordre inférieur). On observe que le couplage se fait uniguetravec des modes axisymétriques, ce qui
est logique et peut sans doute se démontrer a I'aide d’angisnde symétrie.

(@) p=515 (b) p=871 (c) p=1196

wplw = 259.8, 97, =1.71e9 W = 476.2, g, =2.42e10 ozwp/wf 691.6, 9}, =4.569
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Fig. 2 — Composante radiale des trois premiers modes tdalgemtisymétriques présentant un couplage
fort avec le premier mode de flexion axisymétrique. L'indiceorrespond au numéro du mode lorsque
ceux-ci sont triés par ordre de fréquences croissantes.

L'étude dynamique est d’abord menée sur la relation ang@iftéquence des oscillations non linéaires
du premier mode (la "backbone curve” en anglais, ou encofantéle d’orbites périodiques et donc le
premier mode non linéaire). Les résultats montrés figuren8@atenus par continuation numérique des
orbites périodiques avec le logiciel AUTO [14], utilisamteuméthode de pseudo-longueur d’'arc. La fig-
ure insérée montre la convergence en fonction du nombre desrtangentiels retenus. Pour s'assurer
d’'une bonne convergence, une comparaison est faite avegneeroourbe calculée sur un modéle de von
Karman que nous détaillerons a la section suivante. Un sedérde flexion, le mode fondamental, est
retenu, et I'on augmente le nombre de modes de membraneavaisgues jusqu’a obtenir convergence.
La figure montre que I'essentiel du couplage membrane/fiexgh porté par le deuxieme mode tangen-
tiel, puisque le groupe de courbes confondues notée T1 e pes troncatures sans et avec le premier
mode tangentiel, tandis que le groupe T2 comprend les tlaresaavec 2, 3 et 4 modes de membrane,
ainsi que la réponse calculée avec le modéle de von Karmam.dafcomparer des grandeurs équiva-
lentes, il faut noter que I'amplitude représentée en ordergorrespond au prodi®;(0)/h, ouX; est
le maximum de I'amplitude modale du premier mode sur uneogérib;(0) la valeur de la déformée
modale au centre de la plaquehdtépaisseur, si bien que cette grandeur représente larvalaximale
du déplacement au centre de la plaque, rapportée a I'épaisse

Afin d’obtenir une vision compléte de la dynamique consérgatles modes de flexion sont en-
suite ajoutés a la troncature pour obtenir la figure 3 pradeipol ont été conservés les 6 premiers
modes axisymétriques de flexion et deux modes tangentiels btanches de solution sont not@is
ol i représente le numéro de la branche (branche principBle branches secondaires8?, B3, ...)
et j représente la coordonnée représentée. La branche pte@pamontre un couplage non résonnant
assez important avec le second moBig, De nombreuses langues de résonance interne interviennent
donnant successivement naissance aux brar@ha®®, ou le premier mode échange de I'énergie avec
respectivement : le mode 8%), le mode 3 B3), le mode 4 B}), et les modes 2 et BE et B). Enfin il
est a noter qu'au dela de 'amplitude /h=1 (ce qui correspond & une amplitude de vibration au centre
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Fig. 3 — Relation amplitude/fréquence des orbites périgeicau voisinage du mode fondamental. Figure
en incrustation : convergence en fonction du nombre de miaegentiels retenus, pour un seul mode
transverse dans la troncature, et comparaison avec le endeéon Karman. T1 : résultats obtenus avec
0 ou un seul mode de membrane. T2 : résultats obtenus avet428@&les tangentiels, ainsi que von
Karman. Figure principale : Premier mode non linéaire nanittes couplages par résonance interne.

de 2.3 fois I'épaisseur) il n'y a plus d’orbites périodiqussbien que les seuls états vibratoires stables
sont au moins de nature quasipériodique. Cette valeur ditaig est cohérente avec les études menées
sur la transition a la turbulence dans les vibrations deyglagninces, cf. [15, 16].
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Fig. 4 — Réponse forcée au voisinage de la fréquence du madarfeental pour une plague encastrée.
Forcage appliqué au centre de la plaque, d’amplitude 1 N.

La réponse forcée de la plague amortie est montrée Fig. 4 @peenmodéle d’ordre réduit est retenu
(6 premiers modes axisymétriques plus deux modes tantgnte un amortissement modal faible est
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ajouté a chaque oscillateur, de la forndg@,Xp, avecé ,=0.001Yp. La figure montre la relation étroite
qui existe entre la relation amplitude-fréquence consime/at la réponse forcée. On remarque de plus
que la réponse forcée est quasiment insensible aux langug&sahances internes détectées dans le cas
non-amorti.

3.3 Comparaison avec un modéle de von Karman

Les résultats précédents sont comparés a ceux donnés pavdaétende von Karman, ou l'inertie
membranaire est négligée et les mouvements longitudineprésentés par une fonction d’Airy. Les
modes propres sont calculés analytiguement selon une deétmmalogue a celle présentée dans [8],
qui traite du cas du bord libre. Les coefficients de couplagie liméaire se déduisent des fonctions
propres par des intégrations sur la surface d’une maniéra@ble au calcul effectué par éléments
finis. Ces solutions étant analytiques, elles peuvent émsidérées comme exactes, aux hypothéses de
modeélisation prés.
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Fig. 5 — Relation amplitude/fréquence pour le mode fonddahefune plaque circulaire encastrée, com-
paraison entre le calcul par éléments finis (trait noir) eglleul sur le modéle de von Karman (bleu). (a)
modeéle EF 3072 éléments, (b) : 9521 éléments.

La figure 5 montre la comparaison entre les deux approchda selation amplitude-fréquence. On
observe une excellente correspondance sur la branchépai@mB?, ce qui montre le bon accord entre
les deux modéles pour des amplitudes vibratoires allagtijagjuasiment 2 fois I'épaisseur. Les langues
de résonance interne sont quant a elle qualitativementrbtesuvées par les deux modéles, puisque les
couplages avec les modes analysés sur la figure 3 sont sawil®ar contre, on observe des différences
quantitatives sur la position de ces branches. Ces languessdnance interne sont caractérisées par un
couplage fort, résonnant, d0 a une relation de commenditéadmtre les fréquences non linéaires des
modes concernés. Ces rapports de fréquence peuvent éfpéegemsi bien que des petites erreurs sur
les fréquences propres peuvent aisément conduire auretiffés quantitatives que I'on observe.

Afin d’étayer cette hypothese, un calcul des coefficientsodplage par éléments finis a été réalisé
avec un maillage trés fin afin d’assurer la meilleure convergeossible des fréquences propres et des
coefficients non linéaires. Un maillage a 9521 élémentsq81ills) a été retenu. La figure 5(b) montre la
relation amplitude-fréquence correspondante. On reneagige les langues de résonance interne se sont
sensiblement rapprochées de celles du modéle de von Katméanvergence parfaite vers ces branches
secondaires apparait donc comme difficile, et rien ne nosisr@sion plus que les écarts observés ne
résultent pas des différences de modélisation entre lesrdedeles étudiés. Cependant, comme montré
Fig. 4 avec le cas forcé, les réponses physiquement obses\d@bsysteme (états stables du régime forcé
avec amortissement) sont finalement trés peu sensibleskiiazeshes secondaires, si bien que la partie
essentiel que se doit de rendre un modeéle réduit est la lrgomiitipale de solution, ce que fait trés bien
le modéle proposé avec un nombre modéré d’éléments et médepmodes linéaires dans la troncature.



4 Conclusion

Une méthode de calcul direct par éléments finis de la raidenrlinéaire géométrique, pour des
structures de type coques minces discrétisées en élémantMfiTC, a été présentée. Elle repose sur
des formules analytiques établies a partir de I'énergieri et permet un traitement plus efficace et
plus rapide que la méthode indirecte proposée par Muravy®izzi [4]. Cette étape ouvre la voie a
des études de bifurcations complétes sur les régimes dgnasminon linéaires des structures minces.
Des modeles réduits utilisant la base modale peuvent &mopés afin de trouver, par des méthodes de
continuation par exemple, les états stables et instabilesbeations libres ou forcées.
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